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Résumé

Etant donnés une répartition aléatoire de masses sur les sommets de Z¢, on s’intéresse aux
propriétés de certains processus définis comme la masse maximale d’une partie connexe — un ani-
mal — qui vérifie certaines contraintes, ainsi qu’aux propriétés de celles qui réalisent ce maximum
— les animaux gourmands. Ces objets trouvent leur intérét en percolation de premier passage,
c’est-a-dire pour 1’étude de distance aléatoires sur un Z¢ construites en attribuant un temps de
passage aléatoire sur chaque aréte.
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1 Présentation des modeéles

1.1 Animaux gourmands discrets

Le modele présenté ici est dit a Cox, Gandolfi, Griffin et Kesten [3]. Soit d > 2 un entier.
Dans la suite, on munit Z¢ d’une structure de graphe dans laquelle les points = et y sont voisins
si et seulement si leur distance euclidienne est exactement 1. On appelle animal discret une partie
connexe finie de Z¢ et on note A(n) I’ensemble des animaux discrets de taille n qui contiennent
I’origine.

Soit (Xy),eze une famille de variables i.i.d. positives, de loi u. On voit ces variables comme des
masses placées sur chaque point de Z¢. On appelle masse d'un animal discret ¢ la quantité

S&) =) X, (1.1)

vEE

c’est-a-dire la somme des masses de ses points.

On définit un processus stochastique (N(n)),>1 en posant

N(n) = 5161’1./?(}’51,) S(§). (1.2)

Les animaux £ € A(n) qui réalisent le maximum dans (1.2) sont appelés animaux gourmands de
taille n.

Le processus (N (n))nen vérifie une loi des grands nombres sous une bonne hypothese d’intégra-
bilité [3, 6].

’

Théoréme 1.1 (Cox-Gandolfi-Griffin-Kesten 93, Gandolfi-Kesten 94)—

e Si E{Xg] = 00, alors

N
lim sup N = 00. (1.3)
n— 00 n
o S’il existe € > 0 tel que
E [Xg(long Xo)dﬂ} < 0, (1.4)

alors il existe une constante finie IV telle que

N(n) ps et L1

n n—00

N. (1.5)

Martin [12] a prouvé la méme convergence sous ’hypotheése plus faible !

/Ooou([w;oo[)l/ddw<oo. (1.6)

1. La condition (1.6) est par exemple une conséquence de E [Xg (log™ Xo)d+5] < oo.



Théoréme 1.2 (Martin 2002)—

Sous I'hypothese (1.6), il existe une constante finie N telle que
Nltn) ps et L1
— ——— N. (1.7)
n n— o0

De plus, il existe une constante universelle ¢ > 0 telle que

N< c/ P(Xo > w)Y4 dw < oo. (1.8)
0

Des arguments de preuve sont donnés en Section 3.
Si la loi p des X, admet un moment d’ordre d mais ne vérifie pas (1.6), on ne sait pas si la suite

<N(n)

) est convergente, ni si elle est bornée. Les questions suivantes sont ouvertes.
n

N(n)

n

Question 1.3. Existe-t-il une loi u pour laquelle la suite ( ) est bornée mais non convergente ?

Question 1.4. Donner une condition nécessaire et suffisante pour la convergence (ou pour le caractere

borné) de la suite (Ny(lm )

Les Théorémes 1.1 et 1.2 ont des analogues o ’on remplace les animaux discrets par des chemins
auto-évitants issus de 'origine, et I’adaptation des preuves pose peu de difficultés.

1.2 Liens avec la percolation de de premier passage

Les animaux et chemins gourmands apparaissent comme outil de preuve en percolation de
premier passage (PPP). Présentons, par exemple, le modéle introduit par Fontes et Newman [5]. A
chaque sommet v € Z% est associé une couleur aléatoire Yy, de sorte que les Y, soient i.i.d. On pose
alors, pour tout u,v € Z%,

n
T(u,v) = igf; Iy, v, = ing(’y), (1.9)
ou l'infimum porte sur ’ensemble des chemins (7o, 71, ...,7n) tels que vo = u et v, = v.

Autrement dit, le temps de passage le long d’un chemin est le nombre de changements de couleur
le long de ce chemin. Fontes et Newman donnent une condition sur la loi des Y, pour que

. . T(Oa 77,61)
oue; = (1,0,...,0). Plus précisément, ils prouvent que p > 0 si et seulement si chaque couleur est

en régime sous-critique de percolation, c’est-a-dire si pour toute couleur y,
P(Y, = y) < pd"*(27), (1.11)

ou pdl ésigne le parametre critique pour la percolation sur site. La nécessité de cette condition
u piite(Z4) désigne le p tre critique pour la percolat te. L té de cette condit

est naturelle. En effet, si une couleur y vérifie

P(Y, = y) > pi*(Z%), (1.12)



alors il existe des chemins infinis dont tous les sommets sont de couleur y. On peut ainsi utiliser
ces "autoroutes' pour voyager loin de 'origine en peu de temps. Pour prouver la suffisance de cette
condition, ils remarquent par des arguments élémentaires que pour tout chemin v de 0 a ne,

-1
L+7(v) |1|Z’Cv’ , (1.13)

n vey

ou C, désigne la composante connexe monochrome de v. Ainsi, > 0 est un conséquence de directe
de

limsup sup l2:|C’U| (1.14)
n—o0 EEA(n) n vee
Or, en régime sous-critique de percolation, la taille d’'une composante connexe a une queue de
distibution qui décroit a vitesse exponentielle. En particulier, les variables |C,| vérifient la condition
d’intégrabilité du Théoreme 1.1. Modulo un argument non trivial pour contourner la dépendance
des C,, cela conclut.

Par ailleurs, de nombreux outils et stratégies de preuve classiques en PPP sont aussi pertinents
pour I'étude des animaux gourmands : nous évoquons la concentration et le théoreme de Kingman
ci-dessous. Citons également les inégalités FKG et BK et I'utilisation d’arguments de modification
[11].

1.3 Cas d’une famille de masses signées

De maniére assez surprenante, le Théoreme 1.1 est encore vrai si 'on retire ’hypotheése de
positivité des X, et si 'on impose ’hypothese d’intégrabilité sur X, ([4], Théoreme 2.1.). Dans ce

N(n
cas la limite N = nh_{]go L) peut étre négative. Dans ce cadre on définit, pour tout n € N,
n

Gy = m?XS(f), (1.15)

ou le maximum porte sur I’ensemble des animaux £ inclus dans la boite [[—n;n]]d. Le signe de N
détermine alors deux régimes (Théorémes 3.1. et 3.2. dans [4])

e 1

Théoréme 1.5 (Dembo-Gandolfi-Kesten, 2001)—
Supposons que la loi des X, vérifie?(1.4).

(i) Si N < 0, alors presque siirement,

G
lim sup — < oo0. (1.16)
n—oo M
(ii) Si N > 0, alors presque slirement,
oG G,
O<hnnl>l£fﬁ Sh;n_}solépm < 00. (1.17)

2. Le résultat est encore valable avec la condition de Martin (1.6), avec une preuve quasiment identique... mais
I’article de Martin a été publié aprés celui de DGK.



Dans le régime N > 0, il y a en fait convergence ([8], Théoreme 1.2.).

Théoréme 1.6 (Hammond, 2006)—

Supposons que la loi des X, vérifie (1.6), et que N > 0. Alors il existe une constante déter-

ministe 0 < G < oo, telle que

Gn e, (1.18)

nd n—oo

Par ailleurs, dans ce régime, les animaux gourmands "remplissent" I'espace laissé a leur dispo-
sition ([8], Théoréme 1.1.). Pour tout [ > 0, on appelle percolation de l-boites de parametre p un

famille de boites (la +[0;a— 1]]d> P’ ol P est une percolation de paramétre p sur Z¢. Autrement
a

dit, les événements {x € P}, pour x € 74, sont indépendants et de parameétre p.

Théoréeme 1.7 (Hammond, 2006)—

Supposons que la loi des X, vérifie (1.6), et que N > 0. Soit € > 0. Alors il existe des entiers
[ et C, et une percolation de [-boites P telle que pour tout n € N assez grand, chaque animal
€ qui réalise G, rencontre chaque boite de P dans [—(n — 1) + Cl;n — 1 — CI]%.

Remarquons que la percolation de I-boites qui intervient dans le théoréme ne dépend pas de n.

1.4 Animaux gourmands continus

L’objectif de mon stage de M2 était de prouver une loi des grands nombres pour un analogue
continu du modele de [3]. La notion voisine de chemin gourmand continu a été introduite par [7]
dans la preuve d’un théoréme de forme pour un modele de percolation de premier passage continu.

On munit R? de la norme euclidienne |.|. La famille de masses (X,),cz¢ est remplacée par
un processus ponctuel de Poisson A/ sur R? x [0;00[ d’intensité Leb ® p, olt 44 est une mesure de
probabilité sur [0 ; co[. Autrement dit, A/ est un ensemble de couples (z;, w;) € R?x [0; 0o[, construit
de la maniére suivante : on tire 'ensemble aléatoire de points {z;}, de densité moyenne 1 puis on
associe a chaque x; une masse w; qui suit la loi u, les w; étant indépendants. On appelle animal
continu un graphe fini connexe £ = (V, E), d’ensemble de sommets V' et d’ensemble d’arétes E, tel
que V C R,

On appelle taille d'un animal £ = (V| E) la quantité

€l=">_ llz—yll, (1.19)

{z,y}€FE

et masse de cette animal la quantité

SE = > w. (1.20)
zeV
(z,w)eEN

De maniére analogue au modele discret, étant donné [ > 0, on note A(l) ’ensemble des animaux
continus de taille au plus I qui contiennent ’origine et on définit

N(l) == sup S(§). (1.21)
€AW
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Les animaux qui réalisent la borne supérieure® dans (1.21) sont appelés animauz gourmands conti-
nus de taille [.

La structure de la preuve de [12] s’adapte dans une grande mesure au cadre continu.

Théoréme 1.8—
Supposons que pu vérifie

o 1/d
/ w([w;o00]) /4 quw < oo. (1.22)
0
Alors il existe une constante déterministe IV telle que

N l S € 1
M) poa (1.23)

l l—o00

2 Grandes déviations

2.1 Déviations supérieures
Le Théoréme 1.2 implique, sous ’hypothese (1.22) la convergence
P(N(n)/n € A) — 0 (2.1)

pour toute partie A de R telle que N ¢ A. Peut-on décrire la vitesse de cette convergence ? A notre
connaissance, le seul résultat connu est dt & Dembo, Gandolfi et Kesten ([4],Théoreme 4.1.) :

e 1

Théoréme 2.1—

Supposons que p admet un moment exponentiel. Alors pour tout € > 0, existe une constante
c(e) > 0 telle que

IP’<N£Ln) >N+ 5> =0 (—eeEm). (2.2)

\. J

Il est facile d’obtenir une minoration de cette probabilité dans les cas non triviaux, avec une
constante différente. Ainsi, si ;4 admet un moment exponentiel, alors pour tout € > 0 assez petit,

—logIP’<M > N—l—s)

n

—logP<¥ > N+£)

0 < lim inf < lim sup < 400. (2.3)
n—o0 n n—o00 n
Question 2.2. A quelle condition sur u est-ce que pour tout € > 0, la limite
log]P’(Nan) > N—i—s)
lim (2.4)
n—00 n

existe-t-elle 7

Le développement naturel au-dela de cette question serait d’établir un principe des grandes
déviations a la vitesse n pour la suite % :

3. L’existence presque stire d’un tel animal découle du caracteére fini du processus de Poisson sur les compacts.



Question 2.3. A quelle condition sur p existe-t-il une fonction semi-continue inférieurement I :
[0; 00[ = [0;00] telle que, pour tout A C [0; 0],

—logP(%n) € A) —logIP’(Nfln) € A)
inf I(z) <liminf < lim sup < inf I(z) ? (2.5)

T€EA n—00 n n—00 n z€A

2.2 Déviations inférieures

Répondre a la question 2.3 ne dévoilerait néanmoins pas tout le tableau des grandes déviations.
En effet, il est raisonnable de conjecturer que

P(WSN—@)

—'(©n pour une constante d(e) > 0. L’idée est la suivante : pour que N(n)

soit anormalement petit, il faut que tous les animaux de taille n passant par l'origine aient une
masse petite. Cela implique que ’environnement est particulierement défavorable dans une boule
centrée en Porigine, d’oll 'exposant en n?. Il est donc naturel d’établir aussi un principe des grandes
déviations & la vitesse n? pour la suite %”) :

Question 2.4. A quelle condition sur p existe-t-il une fonction semi-continue inférieurement J :
[0;00[ = [0;00] telle que, pour tout A C [0; 00,

—logP(N(n) € A)

n

est de l'ordre de e

—logP (N(n) € A)

n

: - . : )
inf J () < lim inf 2 < lim sup 3 < felg Jx) 7 (26)

Ce phénomene de cohabitation entre deux principes de grandes déviations non triviaux et de
vitesses différentes se produit en percolation de premier passage, ou les grandes déviations ont été
davantage explorées, voir par exemple [1, 2, 9].

3 Idées de preuve du Théoreme 1.2

Dans toute cette section, on fixe une loi de probabilité px sur [0;00[ qui vérifie (1.6). On notera
respectivement [P, et E, les probabilités et les espérances pour rappeler le choix de la loi u. Par
exemple, [P, (A) désigne la probabilité de I’évenement A lorsque les X, suivent la loi p. Les défini-
tions des objets sont parfois simplifiées par rapport a ’'article de Martin, mais les différences sont
inoffensives a notre niveau de détail.

3.1 Caractéere presque stirement borné du processus
Dans le cas ot p est la loi de Bernoulli de parametre p > 0, on dispose pour tout n de la borne
Eper(p) {NT(LM} < cp/”. (3.1)
Notons que pour tout v € Z¢,

XU = / ]lezwdw.
0



Ainsi,

(n) zgrenjx ZX

= ma 1 dw
EE.AX Z/ Xy>w

= max ve&| X, >wldw
e /0 v e H

< max H{v e ¢| Xy > w}|dw. (3.2)
0 &cA(n

Pour tout w > 0, les variables aléatoires (1.x,>w),cze sont des variables de Bernoulli i.i.d. de
parametre p ([w;oo[). Ainsi, par la borne 3.1 et le théoréme de Fubini,

IEBer(p) [N(n)]

. < c/ Pu(Xo > )% dw. (3.3)
0

De cette majoration en espérance on peut déduire une majoration presque siire ; nous passons
’
l’argument sous silence.

Proposition 3.1—
Presque stirement,

lim sup N7(1n) <2(d+ 1)0/000 Pu([w;oo[)l/d dw < oo. (3.4)

n—o0

3.2 Troncature

Soit y > 0. Notons, pour tout animal &,

{s@ O = TueelXoAy) 55)
SEv & = Zue»g( y)*,
et pour tout n € N*,
NZ) ()n) ] génj(};) Si) ()6) (3.6)
N'=¥)(n) zfg%)s =Y(&)-
La Proposition 3.1 implique que presque stirement,
o <imint 0 <m0 <o ge TR ioo) aw, @0

qui tend vers 0 lorsque y tend vers +oo. Ainsi, il suffit de montrer la convergence du processus

( N®)(n)

[0;y]. Pour simplifier, on supposera y = 1.

, ce qui revient a prouver le théoreme dans le cas ou la mesure p est a support dans



z 2+ naieq zHmie| + maes

&1 &2
| |

FIGURE 1 — Représentation des animaux définis en (3.10). Les points verts sont les sommets de &;
et les points rouges ceux de &s.

3.3 Animaux cylindriques

Pour tout z € Z% m > 0, > 1, on définit la variable

W(Zaamvm) = sup S(E)a (38)
EeA(z,am,m)

ou le supremum est pris sur ’ensemble des animaux ¢ de taille am, qui passent par z et z+(m—1)ey,
et qui sont contenus entre les hyperplans z + {0} x R¥1 et z + (m — 1)e; + {0} x R, On définit
ainsi un processus suradditif, dans le sens ot pour tout z € Z% o > 1,my, mg > 0,

Wz, a(my + ma), mi +mg) > W(z,amy,my1) + W(z + mier, ama, ms). (3.9)
Pour le voir, il suffit de considérer les animaux suivants (voir Figure 1)
fl € argmaXEeA(z,aml,ml) S(f)v
62 € argmaX{eA(z—‘rmlel,amg,mz) S(é)v (310)
§ =& U&.
Ainsi, & N & =0 et £ € A(z,a(my + ma), m1 + ms), donc
W(z,a(mq +mz),m1 +mg) > S(&) = S(&) + S(&2) = W(z,am1,mq) + W(z + myer, amsg, ma).

(3.11)
Le théoréme ergodique sous-additif de Kingman# [10] donne alors le lemme suivant.
Lemme 3.2—
Soit o > 1. Alors il existe une constante déterministe W, telle que
W (0 1
(0,0m,m) paetll, o (3.12)
m m—co

4. En quelques mots, le théoreme de Kingman est version stochastique du résultat qui assure la convergence de
n Jorsque la suite (an) est sous-additive.

10



3.4 Fin de la preuve

Il reste a comparer les processus (N(n)),-o et (W(z,n,m)) ,cza pour prouver que NT(Ln)
n>m>0
converge vers N, ou N = sup % A cette étape l'utilisation d’une inégalité de concentration,

a>1
c’est-a-dire une majoration de la probabilité qu'une variable aléatoire soit loin de son espérance,

est cruciale. Plus précisément, Martin utilise le Théoréme 8.1.1 de Talagrand (1995)° [14], d’ot il
déduit, pour tout z € Z4 n > m > 0,e > 0,

2
P(W(0,n,m) >n (N +¢)) < Cexp (ni6> , (3.13)
ou C < oo est une constante universelle. Martin prouve enfin la majoration
N(n) < max W(z,n,m), (3.14)
(z,m)EPn

ou P, est de cardinal fini, polynomial en n. Ainsi, par union bound,

2
P(N(n) > n(N +¢)) < |Pn|exp (—n16> . (3.15)

Or le second membre est sommable donc le lemme de Borel-Cantelli donne la majoration presque
stire
N
lim sup N(n) <N +e. (3.16)
n

n—oo

Cela est vrai pour tout € > 0, donc presque siirement,

N(n)

lim sup < N. (3.17)
n—00 n
La minoration de lirg inf —Nﬁln) découle de la définition de N. On a ainsi prouvé
n—0oo
N
() _ps (3.18)
n n—00

La convergence L! s’en déduit par convergence dominée.

4 Autres questions ouvertes

4.1 Propriétés géométriques des grands animaux gourmands

Soit (&, )nen une suite d’animaux telle que pour tout n € N, &, est un animal gourmand de taille
n.

Question 4.1. Décrire le comportement asymptotique de ray(&,,) == sup {||v|| ,v € &, }.
Il parait raisonnable d’imaginer que "vu de loin", un animal gourmand de grande taille exploite

son environnement de maniére uniforme. En particulier, nous conjecturons que le rayon d’un animal
gourmand de taille n est de Pordre de n'/?.

5. Cet argument ne se traduit pas de maniére immédiate dans le cadre des animaux continus. A la place du résultat
de Talagrand, il est alors plus judicieux d’utiliser le Théoréme 3 de Reynaud-Bouret (2003) [13].

11



4.2 Allure de oo — W,

Notons

f:]051] — [0;00]
pr— bWy

ou W, est défini par (3.12). Par des constructions dans l'esprit de (3.10), on montre que f est
concave, décroissante, et que f(0~) = N.

Question 4.2. Sous quelles conditions est-ce que f est strictement décroissante ?

En cas de réponse positive & la Question 4.2, on peut en déduire sans peine

raY(gn) = O(n)a (4'1)

et de plus, pour tout o > 1, pour tout n > 0 assez grand, les animaux £ € A(0, an,n) qui maximisent
S(€) sont inclus dans une bande de largeur o(n) autour de I'axe Re;.

12
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