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Mon objectif dans ce court document est de vous présenter préci-
sément le cadre de I’étude des marches aléatoires sur des groupes hy-
perboliques ainsi que quelques résultats principaux de cette étude. Le
résultat au coeur de ce travail est que pour une marche aléatoire admis-
sible, symétrique a support fini sur un groupe hyperbolique, la proba-
bilité d’aller d’un point @ & un point b en n € N pas, dénotée p™(a, b)
satisfait I’équivalence suivante :

(0.1) p"™(a,b) ~ C(a,b)R"n=3/?

ou R est le rayon de convergence des fonctions de Green (Cf. défini-
tion 1.7) associée a la marche aléatoire, et C(a,b) est une constante
dépendant de (a,b).
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1. PRELIMINAIRES

Afin de poser le cadre dans lequel nous allons travailler nous com-
mencons par quelques définitions classiques.

1.1. Vocabulaire des graphes.

Définition 1.1. Graphes/ Graphes symétrique

-Un graphe G est la donnée d’un couple (V, E) ou V est un ensemble
et E est une sous partie de V' x V. Les éléments de V' sont appelés
sommets, tandis que les éléments de £ C V x V sont appelés arétes.
-On dira que le graphe G = (V, E) est symétrique si pour toute aréte
(v1,v2) € E, (vg,v1) est aussi une aréte (c’est a dire que (vg,v1) € E).

Remarque 1.2. La définition de "graphe symétrique" précédente est
plus connue sous le nom graphe non-orienté. Cependant, nous souhai-
tons ici distinguer les deux arétes (vq,v2) et (vy,v1) pour insister sur
ce fait nous privilégions 'utilisation du terme "symétrique" & "non-
orienté".

Définition 1.3. Chemin / Cycle / Graphe Conneze :

-Un chemin dans un graphe est une suite finie de sommets (v, ..., v,,)
telle que pour tout ¢ € {0,...,n — 1}, (v;,v;41) est une aréte du graphe.
On appelle vy la source, v, le but et n la longueur du chemin. Dans
ce document, on notera aussi un chemin (vy,...,v,) comme la suite
d’arétes v = (1, .., Tn) OU Y5 := (v;_1,0;), 4 € {1,...,n}.

-Un graphe sera dit conneze si pour toute paire de sommet il existe un
chemin partant de source I'un et de but 'autre.

-Un cycle dans un graphe G = (V| E) est un chemin (v, ..., v,) tel que
sa source soit aussi son but, i.e que vy = v,.

Définition 1.4. arbre
Un arbre est un graphe connexe acyclique.

1.2. Fonction de Green et chaines de Markov.

Définition 1.5. Chaine de Markov

Une chaine de Markov est la donnée d’un ensemble appelé espace
d’états X et d’'une famille de mesures de probabilités sur X, indexée
par X : {/*’L:L‘}SCEX'

Pour tout états z,y € X, on appelle probabilité de transition de I’état
x a létat y, noté p(x,y) la valeur p,({y}). Informellement, si un objet
se trouve a l'état = & un "temps" donné, p,(y) nous donne la proba-

bilité que ce méme objet soit a 1’état y au temps suivant. On notera
(X, p) la chaine de Markov.
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Pour une chaine de Markov (X, P) donnée, nous pouvons lui associer
une marche aléatoire (X,,). C’est a dire une suite de variables aléatoires
a valeurs dans 'espace d’état X, de loi induite par les probabilités de
transitions (p(z,y))syex, via ensemble des relations :

Notez que pour une bonne définition (par récurrence) des lois des X, il
faudra préciser la loi de Xj. On prendra en général X, presque sirement
égal a une constante x € X fixée et on notera alors pour tout événement
A, P.(X, € A) pour P(X,, € A|| X, = x). Soit (X, P) une chaine de
Markov et soient n € N, x,y € X des états. Partant d’un objet a ’état
x au temps n = 0, on notera p'™ (x, 1) = P,(X, = y) la probabilité que
ce méme objet soit a ’état y au temps n.

Définition 1.6. Chaine de Markov irréductible

Soit (X, p) une chaine de Markov. On dit que la chaine de Markov est
irréductible si pour toute paire (z,y) € X? il existe n € N telle que
p™(z,y) > 0.

Dans la suite nous ne considérerons que des marches aléatoires ir-
réductibles. L’outil principalement considéré dans ce texte est la fonc-
tion de Green, du nom du mathématicien anglais George Green (XIXe
siecle). Les fonctions de Green sont les fonctions génératrices des suites
de probabilité (p™(z,y)), ot = et y sont deux états.

Définition 1.7. Fonction de Green
Soit (X, P) une chaine de Markov. La fonction de Green associée a la
chaine de Markov (X, P) est

(1.1) Gz, y) =Y p"(x,y)

neN

Définition 1.8. Opérateur de Markov

On appelle opérateur de Markov associé a la chaine de Markov (X, p),
communément noté P. 'opérateur qui a une fonction définie sur X,
f: X — C (dans un certain espace de fonctions) associe I’application

Pfiaze 3, vl y)f(y)

Voici quelques propriétés remarquables issues de calculs directs sa-
tisfaites par les fonctions de Greens.

Propriété 1.9.
Soit (X, p) une chaine de Markov irréductible et soit G, : X* — C la
fonction de Green associée. Nous avons :

(1.2) Yy € X,¥r >0, (I —rP)G.(.,y) =9,
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ou I est lopérateur identité et 6, : X — {0,1} est le symbole de Kro-
necker prenant la valeur 1 en y et 0 partout ailleurs.

(1.3)  V(x,y) € X*,Vr >0, %(rGr(x,y)) = ZGT(x, 2)Gr(2,y)

zeX
(1.4)
2 2

V(z,y) € X2,V > 0, %(T—Gr(x,y)) = 3 Gula, 2)Go(2,w)G (w, )

2
z,weX

Démonstration. Esquisse de preuve :
En ayant en téte la propriété de Markov

Y(z,y) € X2, V¥n e N, prt(z y) = Zp(x, 2)p™ (2, y),
zeX

I'équation (1.2) est immédiate.

La preuve des formules (1.3) et (1.4) est élémentaire et provient la dé-
composition des probabilités p™ (z, ), comme la somme sur ’ensemble
des suites de longueur n d’états, des probabilités que la marche aléa-
toire suive cette suite. Formellement si Seq(z, y) désigne I’ensemble des
suites finies d’états de X, dont I’état initial est a et I’état final est b; et
si w, est application qui a une telle suite (xo, ..., z,) associe la valeur
w((zo, .oy @) = 1" X [}, p(xi_1, x;) alors :

(1'5) GT(LZ/) = Z wr(’y)'

vESeq(x,y)

O

Ces propriétés nous disent en quelque sorte que la dérivée 0,.G,.(x, y)
est essentiellement controlée par les valeurs de ) _ G, (z,2)G.(2,y)
et la dérivée seconde est essentiellement controlée par les valeurs de
> wex Gr(,2)Gr(2,0)G(w,y). Nous ne le montrons pas ici, mais
pour toute marche aléatoire irréductible, il n’est pas difficile de prouver
que les fonctions de Green ont méme rayon de convergence R(x,y) = R.
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2. MARCHE ALEATOIRE SUR UN ARBRE ETIQUETE

2.1. Marche aléatoire sur un graphe et sur un graphe étiqueté.

Définition 2.1. Marche aléatoire sur un graphe

Soit G = (V, E) un graphe. Pour chaque sommets v du graphe on se
munit d’une mesure de probabilité a support inclus dans les voisins de
v, fy. On rappelle que u est un voisin de v si (v,u) est une aréte du
graphe. On note A, I’ensemble des voisins de V. (V, {p,},) caractérise
alors une chaine de Markov et la marche aléatoire associée correspond
a celle d’'un point se déplacant aléatoirement a chaque pas de temps
sur le graphe en suivant les arétes de celui-ci.

Dans ce texte nous étudierons un cadre plus rigide de marche aléa-
toire, celui des marches aléatoires sur des graphes étiquetées.

Définition 2.2. Graphe étiqueté

Un graphe étiqueté est la donnée d’un graphe G = (V, E), d’un ensemble
fini S dont les éléments sont appelés « étiquette » et d’une application
lab : E — S telle que la propriété suivante est satisfaite : Pour tout
v € V, la restriction de lab & ’ensemble des arétes issues de v, A, est
une bijection sur S :

(2.1) labla, : Ay ~ S

Remarque 2.3. La définition énoncée ici est en réalité celle d'un graphe
étiqueté régulier. La définition initiale n’ayant point besoin de la pro-
priété (2.1). Dans ce document nous ne considéreront que des graphes
étiquetés ayant cette propriété, d’ou le choix de prendre cette défini-
tion.

Remarquez que l'étiquetage n’est pas nécessairement symétrique : si
(a,b) et (b,a) sont des arétes du graphe alors rien n’indique qu’elles
aient la méme étiquette.

Exemple 2.4. Les graphes de Cayley de groupes finiment engendrés
sont naturellement munis d’un étiquetage : lab((g,gs)) = s pour tout
générateur s et tout élément g du groupe.

Définition 2.5. Marche aléatoire sur un graphe étiqueté

Soit G = (V,E) un graphe étiqueté par 'alphabet S. Une marche
aléatoire sur un graphe étiqueté est une marche aléatoire sur le graphe
G telle que définit précédemment, ot, en reprenant les notations de
la définition précédente, on exige en plus qu’il existe un vecteur de
probabilité ( (p1,...,pr) € [0,1]%, >°.p; = 1) indexé par S, (ps)ses tel
que pour tout x € V', pu.(ys) = ps, avec ys 'unique sommet de G tel
que lab(z,ys) = s, et p est la loi de transition de la chaine de Markov
associée.
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2.2. Le cas des arbres étiquetés involutifs.

En ce qui nous concerne ici, les marches aléatoires qui vont nous inté-
resser sont celles ot le graphe considéré est un arbre et pour lesquelles
le groupe des isométries du graphe préservant 'étiquetage (Cf. défi-
nition ci-dessous), agit transitivement sur ’ensemble des sommets du
graphe. La proposition (2.7) nous donne une condition nécessaire et
suffisante sur 1’étiquetage de I’arbre pour que son groupe des isomé-
tries préservant l'étiquetage agisse transitivement sur les sommets de
I’arbre.

Définition 2.6. Isométrie préservant [’étiquetage du graphe

Soit G = (V, E) un graphe étiqueté d’alphabet S, on définit le groupe
des isométries du graphe préservant ’étiquetage noté Isomg(G) comme
I’ensemble des isométries p : V' — V pour la distance qui a (z,y) €
V2 associe le plus petit entier naturel n tel qu’il existe un chemin de
longueur n entre x et y, telles que Va,b € V., lab(p(a), p(b)) = lab(a, b)

Proposition 2.7.

Soit T = (V, E) un arbre régulier étiqueté par S. Soit I' = Isomg(T) le
groupe des isométries du graphe préservant Uétiquetage®. T' agit tran-
sittvement sur ’ensemble des sommets du graphe si, et seulement si, il
existe une involution s — §, de S telle que ¥(x,y) € E,lab((z,y)) =
s = lab((y,z)) = § (Note : C’est le cas des graphes de Cayley, l'invo-
lution est donnée par linverse s — s ).

De plus, si tel est le cas, ['action est libre, ou dans notre cas simplement
transitive.

Démonstration. de la proposition 2.7.

«=» : On suppose que 'action est transitive. Il s’agit de montrer que
pour tout s € S, et toutes arétes (x,y), (2',y") € E étiquetées s, les
arétes (y,x) et (y',2') ont méme étiquettes. Soit p € Isomg(T) en-
voyant x sur x’, puisque p préserve 1'étiquetage, par la propriété (2.1),
nécessairement p(y) = /. Il suit alors que (y, x) et (p(z), p(y)) = (2, ¢)
ont méme étiquette s. On pose alors I'involution s +— s.

« <= » : On suppose donnée une involution ¢ : S — S telle que dans
I’énoncé. Soient = et y deux sommets quelconques de V. Créons une
isométrie p € Isomg(T) envoyant x sur y. Cette involution permet
d’introduire des régles de simplifications sur I’espace des mots S“ sur
I'alphabet S lui conférant une structure de groupe (de loi la concaté-
nation des mots, d’élément neutre le mot vide, et ou 'inverse de s est
t(s)). On note X4 l'ensemble des mots réduits d’alphabet S ayant pour
régles de simplification {i(s)s}ses. Ayant fixé z € V, cet ensemble est

L. Isoms(T) = {p € Isom(T) : lab((x,)) = lab((p(x). p(y))}
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en bijection avec 'ensemble des sommets V', via "application qui envoie
un mot w € 3¢ sur le but (le sommet final) du chemin de source z et
dont les étiquettes successives des arétes sont données par les lettres
de w. En particulier elle envoie le mot vide sur le sommet z. On note
@, 1 X% — V cette bijection. Et on pose alors p := ¢, 0 p, . On vérifie
alors que p € Isomg(T) et que p(z) = y. = et y étant des sommets
quelconques de T, laction de Tsomg(T) sur T est transitive.

Enfin, soit p € Isomg(T), z un sommet de T et y := p(z). Puisque
p préserve I'étiquetage, on vérifie que l'application ¢, Lo po,. Il suit
que si x = y alors p = Id. L’action est donc libre (ou autrement dit
simplement transitive dans notre cas). U

Remarque 2.8. Modulo le point de départ, une marche aléatoire sur
un tel arbre étiqueté involutif est une marche aléatoire sur le groupe
des isométries préservant 1’étiquetage. De plus, dans ce cas, le groupe
Isomg(G) est finiment engendré par les isométries qui envoient = — y;
pour s € S et lab(x,ys) = s.

Dans ce cas particulier des arbres étiquetés réguliers "involutifs"
S.Lalley démontra en 1993 dans [LAL93| que les fonctions de Green
associées a une marche aléatoire irréductible données, sont algébriques
(Cest a dire que pour tout (a,b) € V?, il existe un polynome P,p) &
deux variables tel que Py (2, G.(a,b)) = 0), et présentent toutes une
singularité en z = R de type v R — 2. Il démontre alors en utilisant la
méthode dite "Saddlepoint approximation" pour prouver le théoréme
suivant :

Theorem 2.9 (S.Lalley 1993).

Soit T un arbre étiqueté sur un alphabet S. On considére la marche
aléatoire sur T associée au vecteur de probabilité (ps)ses. Si pour tout
s € S, ps > 0 alors pour toute paire de sommets (z,y) de T

Cx,y) VR __ _
(n) ~ A\ IV T pen,, —3/2

Remarque 2.10. En réalité S.Lalley démontra le théoréme précédent
pour des groupes libres, mais sa preuve s’applique mutatis mutandis
au cas énoncé dans le théoréme précédent.

Pour prouver ce résultat, 'on exploite fortement la propriété selon
laquelle tout chemin reliant deux sommets a et b d’'un arbre, passe né-
cessairement par chaque aréte du plus court chemin reliant a et b. Dans
le cas des groupes, du fait de la présence de cycle dans le graphe de
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Cayley associé, ce n’est pas le cas, il nous faut donc réadapter les tech-
niques utilisées. Certains résultats de la théorie des marches aléatoires
sur les arbres ne s’appliquent pas; cependant, nous trouvons, tout de
méme, de mémes asymptotiques de probabilités pour certains groupes :
les groupes hyperboliques (voir théoréme 3.11).

3. MARCHE ALEATOIRE SUR UN GROUPE HYPERBOLIQUE
3.1. Groupe hyperbolique.

Définition 3.1. Produit de Gromov :
Soit (X, d) un espace métrique complet et soit w € X. Sur cet espace,
le produit de Gromov basé au point w, entre deux points z,y € X est :

(aly)u = 5w, w) + dly, w) — d(z,y))

Définition 3.2. Espace d-hyperbolique
Soit § > 0. Un espace métrique (X, d) est dit §-hyperbolique s’il vérifie :

(31) Vx,y,z € Xv Yw € Xv (I‘Z)w > mln{(x|y)w7 (y"z)w} -9

On appelle 6 constantes d’hyperbolicité de X, et on dit que X est
hyperbolique. On désignera par la constante d’hyperbolicité de X le
plus petit § > 0 tel que X soit d-hyperbolique 2

Ezemple 3.3. -Les arbres muni de la distance d(z,y) := min{n : Iy
chemin de longueur n entre x et y } sont des espaces hyperboliques.
-Les variétés différentielles a courbure négative sont hyperboliques.

Définition 3.4. Groupe hyperbolique

Soit I un groupe de type fini et S un systéme générateur fini. I" est
dit hyperbolique si ’espace métrique I' munit de la distance des mots
ds d’alphabet S est hyperbolique.

Pour rappel la distance des mots est définie par dg(z,y) = min{n :
381, .y 8y €S xSy 8, =Yy}

Une définition équivalente est la suivante : Un groupe I' est hyper-
bolique s’il existe un espace métrique hyperbolique propre X tel que I'
admette une action proprement discontinue, isométrique, cocompacte

sur X.

Ezemple 3.5. -Les sous-groupes discrets cocompacts de PSLy(R) sont
hyperboliques.

2. Un espace hyperbolique admet une infinité de constante d’hyperbolicité,
min{d : X est d-hyperbolique}. On se convainc par continuité de (3.1) en 6 que X
est bien hyperbolique pour cette valeur.
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Remarque 3.6. la definition 2 engloble la definition 1, car un groupe hy-
perbolique agit toujours simplement transitivement par des isométries
sur son graphe de Cayley, et cette action est cocompacte et propre.

3.2. Marche aléatoire et asymptotiques de probabilités.

Définition 3.7. marche aléatoire sur un groupe

Soit I' un groupe muni d’une mesure de probabilité u. Soit (g,), une
suite de variables aléatoires iid de loi p. On définit la marche aléatoire
(Xn)n basée en x € I' comme étant égale a la variable aléatoire produit :

ici 'espace d’état est I', et les lois de probabilités en chaque point z
sont les mémes : p, = p.

On dira que la mesure de probabilité p est symétrique si elle est inva-
riante par 'application g — g~ 1.

Remarque 3.8. Si p est a support fini S et que S engendre I' en tant que
semi-groupe, alors la définition précédente est équivalente a la définition
(2.5) d’une marche aléatoire sur un graphe étiqueté 2.5, avec comme
graphe : le graphe de Cayley associé au systéme groupe générateur

(T, S).

Dans le cadre des marches aléatoires sur un arbre, nous avons le
confort d’avoir des fonctions de Green qui soient algébriques. Dans le
cas de marches aléatoires sur un groupe hyperbolique, nous n’avons
pas cela. Cependant, sous certaines hypothéses sur la marche aléatoire
nos fonctions de Green vont quasiment satisfaire une equation différen-
tielle :

Proposition 3.9 (Prop 3.2 dans [GOU14]).

Soient T un groupe hyperbolique non élémentaire, u une mesure de
probabilité admissible et symétrique. Il existe une constante C' > 0 telle
que pour tout 1 < r < R les fonctions de Green associées a la marche
aléatoire de loi de transition p vérifient :

1 20, Gr(@,2)Gr(2,w)Gr(w, y)
C™ (X.Gu(x,2)Gr(zy))
Remarque 3.10. En particulier, en se rappelant les propriétés (1.3) et

(1.4) ; nous obtenons que la dérivée de la fonction de Green satisfait
approximativement I’équation différentielle y' = C'y? de solution y(z) =

C//1—rz.

Bien entendu, les inéquations différentielles 3.2 ne sont pas suffi-
santes pour conclure. Cependant, si toutefois les dérivées des fonctions

(3.2) <C
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de Green divergent (c’est le cas sous les hypothéses du théoréme pré-
cédent) alors ces inéquations permettent d’avoir un controle sur la vi-
tesse de divergence des dérivées des fonctions de Green a leur rayon de
convergence commun R. A savoir une vitesse de divergence de I'ordre

1
de O——. Cette connaissance couplée a des résultats de régularité
VR — =z 5

sur les suites (p™(a, b)), permettent alors d’établir le résultat suivant :

Theorem 3.11. [Gouézel-Lalley 2013, Gouézel 2014,

(Thm 1.1 [GOU14] et Thm 1.11 [GL13])

Soient I' un groupe hyperbolique non élémentaire et | une mesure
de probabilité admissible, symétrique a support fini. On considére la
marche aléatoire associée. Pour tout x,y € I, il existe une constante
C(x,y) > 0 telle que

(3.3) P (2,y) ~neo Cla,y) R0,

Dans la preuve du théoréme précédent et dans la plupart des résultats
clés concernant les marches aléatoires sur les groupes hyperboliques,
interviennent les inégalités de Ancona, ingrédients essentiels (et parfois
méme nécessaire), elles se définissent ainsi :

Définition 3.12. inégalités (faible) de Ancona

Soit p une mesure de probabilité sur un groupe hyperbolique au sens de
Gromov I'. On note R = R(u) le rayon de convergence des fonctions de
Green associées. On dit que la mesure de probabilité u, que la marche
aléatoire associée a u, ou bien encore que la chaine de Markov associée
a pu, satisfait aux inégalités (faibles) de Ancona uniforme si il existe
une constante C' > 0 (uniforme en r € [1, R(u)]) telle que, pour tout
x,z € I', pour tout y € I' proche du segment géodésique reliant x a y
et pour tout r € [1, R(u)],

(3.4) Gr(z,2) < CGH(z,y)Gr(y, 2),
avec R(u) le rayon de convergence des fonctions de Green.

Ces inégalités sont actuellement connues pour toute marche aléatoire
sur un arbre étiqueté; pour toute marche aléatoire admissible symé-
trique sur un groupe Fuchsien cocompact |GL13| et [GOU14| ainsi que
pour toute marche aléatoire symétrique a support compact pour un
groupe hyperbolique |GOU14|. Pour illustrer leur importance dans ce
domaine de recherche, listons trois de leurs applications :
Soit ¢ une mesure de probabilité admissible sur un groupe hyperbolique
au sens de Gromov, I'. Soit dgreen : (2,y) — —log(G,(x,y)G.(y, z)/G,(e, €)?)
la distance de Green sur I'. La distance de Green est hyperbolique si, et
seulement si, les fonctions de Green satisfont aux inégalités de Ancona
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(Thm 1.1 [BHMO09)).

Les inégalités de Ancona permettent de prouver que les bords de Mar-
tin et de Gromov coincident [ANCST].

Elles permettent aussi d’interpréter la mesure harmonique en une me-
sure quasi-conforme pour une certaine métrique sur le bord du groupe

hyperbolique(Cor 1.2 [BHM09]).

4. PERSPECTIVES

Les inégalités de Ancona admettent une version forte que nous men-
tionnons mais n’énoncerons pas ici par soucis de concision. Cette ver-
sion forte n’est en général pas une conséquence des inégalités faibles
de Ancona, mais il se trouve que dans certains espaces et sous une hy-
pothése de finitude du support de la mesure de probabilité étudiée, les
inégalités fortes découlent des inégalités faibles de Ancona. Cette der-
niére version "forte" est essentielle dans la preuve de ’équivalence (0.1)
par S.Gouézel dans [GOU14|, ’hypothése de symétrie que 1'on retrouve
dans le théoréeme 3.11, quant a elle intervient pour prouver d’une part
les inégalités de Ancona, et d’autres part pour relier le comportement
asymptotique des coefficients des fonctions de Green, au comportement
des fonctions de Green au voisinage de z = R. Jusqu’ici les inégalités
fortes de Ancona sont connues uniquement pour des marches aléatoires
symétriques, admissibles et a support fini sur les groupes hyperboliques.
Cependant, nous savons depuis [GOU14| qu’elles sont vraies pour toute
marche aléatoire admissible, non symétrique et a support fini sur les
groupes fuchsiens cocompact. L’on espére qu’elles restent vraies sans
I’hypothése de symétrie, aussi dans le cadre plus général des groupes
hyperboliques.
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