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1 Historique
La dynamique holomorphe consiste en l’étude de l’itération des fonctions

holomorphes définies sur une variété complexe. Elle est à l’intersection entre
la dynamique et la géométrie complexe. Le cas de la dimension 1 est un
sujet de recherche vénérable, qui a débuté au début du XXème siècle avec
les travaux de Fatou et Julia, puis plus récemment vers les années 1980 avec
des contributions importantes de Milnor,Sulivan, Douady, Thurston, Yoccoz,
McMuller ou encore Avila. Depuis, ce sujet ne cesse de se renouveler via
e contact avec d’autres branches des mathématiques, par exemple depuis
une dizaine d’années il est au coeur d’une intéraction foisonnante avec la
géométrie arithmétique.

La dynamique aléatoire est également une branche bien établie de la
théorie des systèmes dynamiques, initialement motivée par la compréhension
des systèmes dynamiques soumis à un "bruit" aléatoire. Même si cet aspect
demeure important, notamment en vue des applications, le "paradigme"
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aléatoire s’est étendu également à de nombreuses questions théoriques, no-
tamment en relation avec la théorie géométrique des groupes : lorsqu’un
groupe infini G agit sur un espace X, il est tentant d’étudier l’action aléatoire
sur X induite par une marche aléatoire sur le groupe pour comprendre les
propriétés asymptotiques de l’action. Ce point de vue, popularisé notamment
par Furstenberg, est très fécond dans l’étude de la dynamique sur les espaces
homogènes (Benoit- Quint, Lindenstrauss, etc.) ou les espaces de modules
(Eskin-Mirzhakani).

2 Dynamique holomorphe en dimension 1
Une référence classique en dynamique holomorphe est [Mil90].

2.1 Ensemble de Julia

Pour un endormophisme f d’une surface de Riemann S, il existe une
dichotomie entre les points de S dont la dynamique est plutôt "controllé",
stable, et les points où cette dynamique est au contraire plus chaotique :

Définition 1 (Ensemble de Fatou/Julia). Soit S une surface de Riemann et
f : S Ñ S non constante. Pour z0, si il existe un voisinage U de z0 tel que
pf˝n

U qn forme une famille normale, alors on dit que z0 est régulier ou qu’il
appartient à l’ensemble de Fatou de f . Sinon, il appartient à l’ensemble de
Julia Jpfq de f .

Dans notre cas, on s’intéresse à S “ Ĉ la sphère de Riemann, et f : z P

Ĉ ÞÑ
P pzq

Qpzq
une fonction rationnelle. Par exemple pour z ÞÑ z2, l’ensemble de

Julia est exacement le cercle unité, mais ce cas est plutôt exceptionnel, et
en général l’ensemble de Julia n’est pas lisse. On peut le voir sur l’exemple
suivant, tiré de [Mil90] :
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De plus cet ensemble vérifie des propriétés d’invariances par f et d’auto-
similitude : si fpz1q “ z2 dans Jpfq de dérivée non nulle en z1, alors il y a un
isomorphisme conforme entre un voisinage N1 X Jpfq de z1 dans Jpfq vers
un voisinage N2 X Jpfq de z2. Enfin, cet ensemble est très lié à la dynamique
de l’application f :

Théorème 2.2 : 11.1 de [Mil90].
Soit f : Ĉ Ñ Ĉ de degré ě 2. Alors Jpfq est égal à l’adhérence de
l’ensemble des points périodiques répulsifs.

Démonstration. On donne une idée de la preuve :
On se donne un point z0 P J générique, qui a d préimages z1, . . . , zd, et

on peut alors définir sur un voisinage N0 de z0 des fonctions holomorphes ϕi
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telles que fpϕipzqq “ z et ϕipz0q “ zi. Alors pour n assez grand et pour un
certain z P N0, f˝npzq doit prendre l’une des valeurs z, ϕ1pzq ou ϕ2pzq, sinon
la famille

gnpzq “
pfnpzq ´ ϕ1pzqqpz ´ ϕ2pzqq

pfnpzq ´ ϕ2pzqqpz ´ ϕ1pzq

éviterait 0, 1, 8 et serait une famille normale, et fn
|N0

aussi, ce qui est absurde
car N X Jpfq ‰ ∅. Finalement, z est un point périodique, et en variant N0
on peut approcher z0 par des points periodiques, qui sereont tous sauf un
nombre fini répulsifs.

Pour z P Jpfq, la non normalité de fn
U où U est un voisinage de z assez

petit, implique que
Ť

n fnpUq recouvre toute la sphère sauf au plus deux
points, et ces points exceptionnels ne dépendent en fait que de f , c’est
l’ensemble Excpfq.

2.2 Mesure d’entropie maximale

En plus de ces ensembles liés à une transformation f de Ĉ, on a aussi une
notion de mesure d’entropie maximale, par exemple présentée dans [FLM83] :
On note

µnpaq “
1
dn

dn
ÿ

i“0
δ

z
pnq

i paq

où z
pnq

i paq sont les zéros de fnpzq “ a comptés avec multiplicité.

Théorème 2.3.
Soit f : Ĉ Ñ Ĉ de degré d ě 2. Alors il existe une probabilité
f -invariante µf telle que :

— lim
n8

µnpaq “ µf pour a R Excpfq, et cette convergence est uni-
forme sur les compacts.

— Le support de µf est Jpfq.
— f est un K-système pour µf .
— µf pfpAqq “ dµf pAq pour tout A mesurable sur lequel f est

injective, et µf est l’unique mesure de probabilité f -invariante
vérifiant cette propriété.

— hµf
pfq “ log d.
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Bien qu’en apparence la propriété µf “ µg semble bien plus forte que
Jpfq “ Jpgq, les problèmes de caractérisation des applications f, g qui
vérifient ces equations sont liées sauf pour certains cas exceptionnels, Levin
et Pryzytycki dans [LP98] ont montré :

Théorème 2.4 : Théorème B de [LP98].
Soient f, g deux applications rationnelles non exceptionnelles (pas de
points périodiques paraboliques ni de domaine singulier, et ensemble
de Julia non lisse) sur la sphère de Riemann, alors les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) µf “ µg

(ii) il existe F, G des itérés de f, g tels que

pG´1 ˝ Gq ˝ Gm “ pF ´1 ˝ F q ˝ F n

(iii) Jpfq “ Jpgq.

Démonstration. Pour obtenir ce type de résultat, on utilise des symétries,
définies par Levin dans [Lev90], c’est à dire des fonctions qui vérifient ce
lemme :

Lemme 2.5 : Symétries d’ensembles de Julia.
Soit J un ensemble de Julia d’une fonction rationnelle f , B “ Bpx, rq

une boule centrée en x P J , et Hn une suite de fonctions holomorphes
telles que :

(i) Hn Ñ H dans B.
(ii) @pz, nq, z P B X J ðñ Hnpzq P HnpBq X J

(iii) d’autres conditions si J est lisse.
Alors soit H est constante soit Hn “ H pour n ě N0.

La preuve revient alors à construire une bonne suite de fonctions Hn, de
la forme fki ˝ g´li , en utilisant le fait que f, g préservent la même mesure
d’entropie maximale, qu’on peut trouver des bassins d’attractions et des
mesures harmoniques dessus. Il faut ensuite voir que si on part d’un bassin
B, f´npBq va contracter d’un facteur λn

f , et on peut revenir avec gm qui va
contracter d’un facteur λm

g , et voir avec la préservation de la mesure que la
condition piiq du Lemme est vérifiée.
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De plus, dans [DFG22], Dujardin, Favre et Gauthier ont montré que
si deux ensembles de Julia sont reliés localement par un biholomorphisme,
de même sauf une liste de cas exceptionnels, et qu’on a une relation entre
leurs mesures d’entropie maximale, alors ces applications sont liées par une
relation algébrique.

Ces résultats sur la mesure d’entropie maximale seront potentiellement
utiles pour la dynamique aléatoire, ou en tous cas on pourrait espérer avoir
des résultats dans le même sens : si f et g partagent une mesure invariante,
on pourra peut-être dire quelque chose sur leur ensemble de Julia. En effet
on a l’impression, au vu de ces résultats, que la propriété d’avoir le même
ensemble de Julia est très rigide, qu’une petite relation entre f et g, comme
préserver une mesure commune, implique une propriété plus forte comme
le fait d’être algébriquement liés. Introduisons alors quelques notions de
dynamique aléatoire.

3 Dynamique aléatoire
Soit X un espace (ici une surface de Riemann), et Γ un semi-groupe

de transformations sur X, que l’on peut supposer dénombrable. Soit ν une
probabilité sur Γ telle que xSupppνqy “ Γ. La dynamique aléatoire s’intéresse
à l’itération aléatoire de transformations sur X, ici via ν notre mesure sur Γ.
Cela revient à s’intéresser à

F` : pω, xq P ΓN ˆ X ÞÑ pσω, fω0pxqq P ΓN ˆ X

avec la mesure νN sur le facteur ΓN. On a alors plusieurs notions d’"invariance"
de mesures :

Définition 1. Soit µ une mesure sur X. On dit que µ est
— ν-stationnaire si

ν ‹ µ :“
ż

f˚µdνpfq “ µ

— Γ-invariante si f˚µ “ µ pour tout f P Γ.

On remarque que la seconde propriété implique la première, mais que
contrairement aux mesures stationnaires qui existent toujours, car ce sont
en fait des mesures invariantes du système dynamique deterministe F`, il
n’y a pas forcément de mesure invariante. Pour comprendre la dynamique
aléatoire, un problème important en général est celui de comprendre les
mesures invariantes et stationnaires. En effet, une fois qu’on a classifié ces

6



Clément Chivet

mesures, on peut étudier plus facilement la distribution asymptotique des
orbites par exemple.

On a aussi, comme pour la dynamique déterministe, une notion d’ergo-
dicité, qui revient à demander que le système F` : ΓN ˆ X Ñ ΓN ˆ X soit
ergodique. Le théorème de décomposition ergodique, qui affirme que l’on peut
écrire toute mesure invariante de manière unique comme une décomposition
en mesures ergodiques peut permettre de ne traiter que le cas des mesures
ergodiques.

Un propriété très intéressante à trouver pour un système dynamique
aléatoire est la "stiffness" :

Définition 2. Un système dynamique aléatoire est ν-stiff lorsque les mesures
ν-stationnaires sont Γ-invariantes.

Des outils classiques pour étudier ce type de problème sont les exposants
de Lyapunov, qui existent en général par le théorème d’Oseledets, et qui
via le principe d’invariance [AV10] [BH17] [Led86] qui permet dans certains
cas de montrer qu’une mesure ergodique stationnaire est en fait invariante.
Cependant le principe d’invariance n’est valable que pour des transformations
inversibles, lorsque Γ est un groupe :

Théorème 3.3.
Dans les conditions précédentes, en supposant que Γ est un sous
groupe de difféomorphismes, µ ergodique, et en supposant en plus
que

ş

logp||f || ` ||f 1||qdνdµ ă `8, si

χ´pµq ě 0

où χ´ est l’exposant de Lyapunov minimal (le seul en dimension 1),
alors µ est invariante.

D’autres approchent existent pour la dynamique aléatoire en général,
par exemple en étudiant plutot la dynamique de f perturbée par disons un
mouvement Brownien, ou en restant dans le cadre de l’itération d’un nombre
fini de transformations, et dans l’esprit du principe d’invariance, Deroin et
Kleptsyn ont montré dans [DK05] que sur un sous-enemble minimal, soit
il existe une probabilité invariante, soit on a une propriété de "contraction
exponentielle", pour cela ils construisent des mesures harmoniques sur les
feuilles d’un feuilletage bien choisi de l’espace ambiant.

Enfin, le domaine de la dynamique aléatoire comporte toujours beaucoup
d’aspects pas très bien compris, par exemple rien que le problème de clas-
sification des mesures invariantes du cercle où Γ “ xf, gy avec fpzq “ z2 et
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gpzq “ z3 est encore un problème totalement ouvert, connue sous le nom de
conjecture ˆ 2 ˆ 3 de Furstemberg.

4 Problèmes et résultats recherchés
Les premiers problèmes à résoudres seront donc :

— Peut-on classifier l’ensemble des mesures invariantes/stationnaires par
l’action de xf, gy ?

— Sous quelles hypothèses peut-on affirmer qu’une mesure stationnaire
sera invariante ?

Le premier problème en toute généralité est certainement très difficile
d’accès, mais les discussions précédentes permettent tout de même de savoir
que certains type de mesures de ne peuvent pas être invariantes sauf si
f, g sont liées par une relation algébrique. Un des premiers objectifs serait
d’étendre ce résultat à des mesures ayant moins d’hypothèses, par exemple
supposer µ stationnaire au lieu d’invariante.

Un des problèmes qui se posera est le fait que les applications que l’on
considère ne sont pas inversibles, ce qui empèche d’appliquer directement
les méthodes telles que le principe d’invariance, ou les travaux de [BH17]
ou [BFLM11]. Un objectif atteignable pour commencer serait de voir si un
principe d’invariance pour les applications de degré d existe, en remplacant
ě 0 par disons ln d. Le problème sera surtout la gestion des points critiques,
élément qui ne pouvait pas arriver dans le cas inversible.

Au delà du principe d’invariance, il semble que le coeur des problèmes soit
la compréhension des mesures stationnaires ergodiques d’exposant strictement
positif, dans l’esprit des travaux de [BH17]. En utilisant un "argument de
dérive" en théorie de Pesin, inspiré des travaux de Benoist-Quint, ceux-ci
parviennent à montrer que sous une certaine condition de transversalité, une
mesure stationnaire doit être "absolument continue dans la direction instable".
Il s’agirait donc de trouver une version de ce résultat pour la dynamique
des semi-groupes de fractions rationnelles, ce qui apporterait une réponse
qualitativement convaincante aux problèmes posés ci-dessus. Ce résultat
résonne clairement avec les travaux de Levin, Prztytycki, Eremenko, Van
Strien, etc. sur les mesures invariantes et la rigidité des ensembles de Julia.
Comme pour le problème précédent, on doit aussi s’attendre à des difficultés
liées à la présence de points critiques.

Zhuchao Ji et Junyi Xie dans [JX23] vont aussi dans ce sens, en par-
tant des résultats de [LP98], ils se posent la question "Peut-on classifier les
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isomorphismes locaux (holomorphes, réels analytiques, C1) entre deux en-
sembles de Julia (resp. mesure d’entropie maximale). Ils généralisent donc les
constructions de Levin, dans le sens d’étudier l’influence des liens locaux entre
ensembles de Julia. Si on part plutôt dans le sens de la dynamique aléatoire,
l’objectif serait de même de généraliser les résultats de Levin, mais cette fois
dans le sens d’avoir des hypothèses plus faibles sur les mesures, qu’on ne
peut pas choisir forcément invariantes pour toutes les transformations.
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