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Résumé

Ce mémoire est tiré d’un article en cours de finalisation sous la direction de Sary Drap-
peau (Institut de Mathématiques de Marseille). J’ai découpé les parties techniques de la
preuve en ajoutant des détails sur les méthodes classiques de théorie analytique des nombres
que 'on trouve en grande partie dans le merveilleux livre de Tenenbaum [Tenl5].

Résumé en anglais : let z > 3, for 1 < n < z an integer, let w(n) be its number of distinct
prime factors. We show that, among the values n < x with w(n) = k where 1 < k < log, z,
w(n — 1) satisfies an Erdgs-Kac type theorem around 2log, (), so in large deviation regime,
when weighted by 2¢("~1). This sharpens a result of Gorodetsky and Grimmelt [GG23] with
a quantitative error term. The proof of the main theorem is based on the characteristic
function method and uses recent progress on Titchmarsh’s divisor problem.
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Notation

On rappelle certaines notations présentes dans ce mémoire et utilisées en théorie analytique
des nombres. Pour m,n,d, k € N, et x,y € R*,

— (m,n) := PGCD(m;n),

— logy,(x) signifie log itéré k fois.

— 7 est la fonction nombre de diviseurs 7(n) := 3, 1.

— ¢ est la fonction indicatrice d’Euler ¢(n) := g cn Linm)=1-

— Avec la notation de Vinogradov z < y signifie qu’il existe C' > 0 une constante telle que
x < Cy.

— Une fonction arithmétique est une fonction définie sur N*, elle est dite multiplicative si,
en plus, on a f(1) =1 et

fmn) = fm)f(n) s (m.n) = 1.



1 Introduction et présentation des résultats

Introduction

Pour k,n > 1 deux entiers et > 1 un réel, on note w(n) le nombre de facteurs premiers
distincts de n, on note & (x) la définition suivante

E(x)={n<z: wn) =k},
et mp(x) = #E(z). On définit

O(y) := e /24t (y €R)

Vv 27 /—oo
Le théoréme suivant est un résultat fondamental en théorie probabiliste des nombres. Il
donne la répartition de la fonction w(n) autour de sa valeur moyenne, pour n de 'ordre de z,
elle vaut logy(z). Par expression w(n) = > 1,,, ce théoreme (E-K) indique une propriété
d’indépendance statistique des événements {p | n} pour n pris au hasard entre 1 et x.

Théoréme (Erdds & Kac [EK39|; Rényi & Turan [RT58]; voir 111.4.4 [Tenl5]). Uniformément
pourxz > 3 ety€ER, ona

#{ngfv: w(n) < logy x + y+/logy }—x{ +O<\/lolg7>}'

Il est naturel de savoir si un sous-ensemble des entiers défini par une propriété multiplica-
tive conserve des propriétés lorsqu’on les translate. Halberstam [Hal56] a étudié la répartition
de w(p — 1) pour p un nombre premier. Fouvry & Tenenbaum [FT96| généralise le précédent
résultats aux entiers friables qui sont des entiers naturels dont ’ensemble des facteurs premiers
sont petits, relativement a une borne donnée. Goudout [Gou20], en s’inspirant de leur méthode,
a étudié les entiers avec un nombre fixé de facteurs premiers.

Théoréme (Goudout |Gou20|). Soit R > 0 fizé. Uniformément pour v > 3,1 < k < Rlogyx
ety eR, ona

logs =
1 _ dy)+0 282 | L
e D = ”’C"”){ v (Wﬂ

Estimer w(n — 1) loin de la moyenne, w(n — 1) ~ Slogy(z), f # 1, est un probléme plus
compliqué. Cela revient essentiellement & savoir étudier anx (=1 Le cas B = 1 revient
au théoréeme de Goudout [Gou20|. On s’attend & avoir des résultats pour 5 = 2 en vertu du

probléme de Titchmarsh,
1
E:W@—D:x+0<$%ﬂ).
log z

P<T

Voir par exemple Fouvry [Fou85|. Dans le cas analogue ot p — 1 est remplacé par N — p, C’est
lobjet de la conjecture B de |Ell15] d prouvée par Gorodetsky et Grimmelt [GG23].

Théoréme (Gorodetsky & Grimmelt [GG23]). Soit y € R, alors on a

1 e
LN et -
o(N) D 2Ly )< loglog N4y(2loglog N) 12 \/ﬁ/—ooe S

p<N

pour N — oo, avec ¢ lindicatrice d’euler.



Un résultat similaire est attendu, avec les mémes méthodes, en remplacant N —p par p — 1
dans I’énoncé de ce théoréme. Pour prouver ce résultat, les auteurs de [GG23| se basent sur la
méthode des moments et utilisant des résultats récents sur I’équirépartition des nombres premiers
dans les progressions arithmétiques de grands modules.

Présentation des résultats obtenus pendant le stage

Le but de cet article est de mettre & profit les méthodes analytiques qui sous-tendent [Gou20)|
afin d’obtenir un terme d’erreur quantitatif et de généraliser le précédant résultat aux entiers n
ayant un nombre fixé de facteurs premiers. On définit

Spw) = Y 2D,

ne&y(z)
L w(n—1
Su(z,y) = Y 2 hw(nﬂ)@logwﬂ%@‘
ne&x(z)

Le théoréme principal de ce papier est le suivant.

Théoréme 1. Soit R > 0 fizé, uniformément pour x >3, y € R et 1 <k < Rlogyz on a

S(2,y) = Sk(x) {@@) +0 (%) } .

La quantité Sk (x) du membre de droite sera estimée précisément au cours de la démonstration

et vaut o1
x (logg )™~ 1
= ——="—V<(A, )
k() (k—1)! +0 log, =

r+1
= (0 5) (-5)
(r+1) 25 p— P

Malheureusement, dii & des problémes techniques, notre méthode ne permet par de reprouver
le résultat de [GG23] pour N — p a la place de p — 1. On démontre ce théoréme, aprés avoir
étudié la série génératrice adéquate, par la méthode des fonctions caractéristiques et 'inégalité
de Berry-Esseen (voir page 9). De plus, en corollaire de la preuve on démontre le résultat suivant
qui localise le nombre de “petits” facteurs premiers de n — 1 pour n € E(z). Pour k > 1, >0

et 1 <w < z, on note
w) ::ZI, (n>1),

pn
PSw

1
Ské .’E w Z 2wn wn 1,w)=L-

ne€k(x)

avec r = long et

Théoréme 2. [l existe une constante absolue 1 > 0 telle que pour R > 1 fizé quelconque,
uniformément pour 3 < w < 1083 @)/ (R? log, ) et 0< < Rlogyw, on a

Ske(z,w) = Sk(v’ﬂ)(Z(11(())gg2ww))2Z {H’“ (logiw) O ((10;2C o2 (lfg;r;)Q) } '

ot Hy, est la fonction entiére définie sur C par

(20-2) 22 — 2 1\ %72
Hy(z):=¢7 H 1+ n 1—- :
p+r p

p




et v est la constante d’Euler.

Organisation du mémoire

La section 2 est dédiée a I’étude de la série génératrice associée a la localisation des “petits”
facteurs premiers de n—1. Dans la section 3, on utilise cette étude et le théoréme de Berry-Esseen
pour prouver nos deux théorémes.

2 Etude de la série génératrice
Pour 1 <w <z et k> 1, on définit

Fk(z) — Z 2w(n71)zw(n71,w).

ne€k(x)

On omet les variables w et x afin d’alléger la notation. La fonction Fj(z) est la série génératrice
associée a (Ske(w,w)), et va étre calculée dans le lemme suivant.

Lemme 3. [l existe § > 0 une constante absolue telle que pour R > 1 fizé, 3 < w < z,|z| < R,
et k < Rlogy x, avec r:= (k — 1)logy z et u :=logx/logw, on a

B =simtogw= > [+ 518 o (L )

2logy(x) logw  (logy )2
+ 0 (mu_5“/2 (log x)2R+3 + w1_5/4) ,

avec € une fonction entiére pouvant dépendre des parameétres w,x et k, admettant 1 pour zéro et
uniformément bornée pour |z| < R.

Remarque. Dans le cas particulier ou k& = 1, donc pour les nombres premiers, on a un terme

1
logz

L . 2 . .
d’erreur plus précis en O ( ) au lieu de O <(10g7“7x)2) mais cela n’améliore pas le terme d’erreur
2

du théoréme 1.

Dans le reste de cette section, on démontre le lemme 3.

Introduction de g,

On introduit g, la fonction multiplicative définie par g,(1) = 1, ¢g.(p®) = 0 pour a > 2
et g.(p) = 2(z — 1), g.(p?) = 1 — 22 pour p < w un nombre premier et g.(p) = 0, g.(p?) = —1
pour p > w.
Une telle fonction permet d’avoir g, * 7(n) = 29 z#(®) - Ainsi on a

Fy(z) = Z ow(p—1) Jw(p—lw) _ Z Z 0.(g)r (n — 1> ‘

neEu() ne€i(x) gln—1 a4

Découpage pour g grand et simplification de 7

L’astuce de Rankin est une maniére de transformer une somme ayant une condition en une
somme sur tous les entiers et cela donne

Zn:ln<x < Z (%>a7

n



avec « une constante quelconque qui peut étre choisi astucieusement.
Essentiellement avec Pastuce de Rankin, on peut tronquer la somme & ¢ < 2%, ou § > 0 est

un parameétre arbitraire choisi plus tard et u : 11855 On a ainsi

Z Z 9-(q <1> < 2u=012 (log )B4 41-0/4 (1)

ne&(x) gn— 1
q>a:

On a ’égalité suivante

n) =2 Z 1+ 1, carre-
d|n
d</n

On peut oublier I'indicatrice car en majorant |g.(q)| <c z¢, on a

Z Zgz 1n 1_p K a° Z 1 < g5t0+1/2,

n€€k(z) qgn—1 q,tl
q<a?® q<a®
P2g+1<e

Application du théoréme de Fouvry-Tenenbaum

Apreés cette premiére étape on a

= Zgz(q)z Z 1+R1+R2.

qéx‘; d 2 g+1<n
n=1[dq]
nely(x)

On souhaite appliquer un théoréme de type Bombieri-Vinogradov, qui évalue le terme d’erreur
dans le théoréme de Dirichlet sur les progressions arithmétiques, pris en moyenne sur un certain
ensemble de module. On souhaite utiliser le travail de Fouvry et Tenenbaum |[FT22| qui évalue
la moyenne de A¢(x,q,a) avec f une fonction multiplicative, et

Arwqa)= S fn ——Zf (x> 1).

n<x n<:c
n=a( mod q) (n,q)=

Pour cela on a besoin d’une fonction multiplicative or la fonction n +— 1,,,)— ne l'est pas. Donc
d’aprés une idée de Selberg [Sel54| on introduit aussi

1
Lo(ny=k (1) = <) du,
w(n)fk(n) /|u| . uk‘Hu U

Si on prend § suffisamment petit, on applique deux fois le corollaire 1.7 de Fouvry-Tenenbaum [FT22],
pour 1 < n < x et pour 1 < n < d?’q+ 1 avec un travail supplémentaire pour le deuxiéme cas.
On obtient

wn 1 w(n
R =0 SPE%) o] b SIRCCESTT I SR B

q<m d d2q+1<n§x d2q+1<n§x
n=1[dq] (n,dg)=1

(log 2)C"

ou C est une constante arbitraire.



Introduction de f,

On intégre sur la variable u pour se ramener a étudier les nombres avec k facteurs premiers
distincts. De la méme maniére que la majoration de Ry en (1), avec I’astuce de Rankin, on peut
relacher la condition ¢ < z° :

1
R4 = Z gz(q) Z Z -« xu—ﬁu/Z (10gl‘)2R+3 _'_21;1—5/4‘

> d d?q+1<n<z #lad)
(n,qd)=1
ne€k(x)

Il nous reste

Rz = Y 200010 25 0 0 Y L LR Ry Ry Ry
q

ne€y () d dQ(q—Fld?nfm gﬂ(qd)
n,qa )=
:Zfz(f) Z lymy=1 — R5s + R1 + R2+ R3 — Ry,
(<x neEn(x)

ou Ry et la fonction multiplicative f, sont définis par

L) =3 i(fqu)) B =3 L0 Y L
d,q

d?q=¢ w(n)=k

Pour la fin de la preuve du Lemme 3, on note le terme principal qui nous reste

TP=> f(0) > Lgm-1.

<z nes,(z)

Moyenne d’une fonction multiplicative sur £ (x) pour estimer le TP

Le lemme 3 de [Gou20| donne la moyenne d’une fonction multiplicative sur E(x). Ainsi

appliqué a la fonction n +— 1(y,)—; cela donne, avec r = 71025(1@ (on rappelle k£ < logy(x)),
z (logyz)F? Ty (1) r2
E Lipm=1 = Ae(r) — 2
(m)=1 logz (k—1)! (r) 2log, @ +0 (logy )%/ )’ 2)

ne€k(x)
ol Ay est la fonction entiére définie par

e I (5 T5) - vee

p=>2 ple

ou les poles du second produit en 1 — p sont compensés par les zéros du premier. On pose

1 T 1\"
Plr+1) 25 p—1 P

et dans 'optique d’évaluer le TP a l'aide de (2), on veut estimer

L) =6 Y LO]] (1 + pfl)_l,

<z ple




ainsi que
Z £l r)\” 2 d’Ty(z,7)
2 log2 r  logyxr dr?2

I<z

Application du théoréme de Selberg-Delange pour évaluer T,(z,r)
Soit F'(s) := )5 an/n® une série de Dirichlet tel que on a, autour de s = 1,
F(s) = G(s)C(s)”,

avec p € C et G(s) est une fonction holomorphe dans un certain domaine a gauche de la droite
Re s = 1. Cela veut dire que F' a une singularité en s = 1 et qu’il se comporte de maniére voisine
a une puissance de Zéta. La méthode de Selberg-Delange (voir [Tenl5, théoréme I1.5.2]) nous
donne une approximation de la fonction sommatoire des coefficients :

S o = attogay {2 (L) vomen).

n<x

avec P un polyndme et R(x) est une fonction de z, explicite et tous dépendants des paramétres
du probléme.

-1
Dans notre cas on a £ — f.(€) [, (1 + ]ﬁ) une fonction multiplicative et sa série de

Dirichlet peut étre écrit de la forme F'(s) = ((2s + 1)H(s) avec H(s) une fonction holomorphe
autour de s = 0. Ainsi on peut appliquer le théoréme de Selberg-Delange [Tenl5, théoréme
I1.5.2] et cela nous donne

ZEfz H<—1j—r> = z(logw)**? (m( >+0<0; + ‘W» (3)

avec c1 > 0 une constante et

1 1 2z—1

Puis par intégration par partie, on obtient

> fn H (I)Ii?q) = (log z)(log w)** <hr(z) +0 <1O;w + e‘cl\/@» .

n<e

Finalement on a uniformément en r < R

Ty (z,7) = Cp(log z) (log w)** 2 (hr(z) +0 (

+ e—clx/log:r; )
log w

Conclusion
Dans la partie précédente 1'équation (3) permet de calculer Rj,

B Gy (logyx 1 1
Ry=Y f(0) Y 1(e7n):1—10gx 2_1 Zefz H(—lw) {HO(loggx)}

I<x n</t i<z
w(n)=k

1 Crx(log, x)k_l 929 1
~logz (k—1)! (log w) ) +0 logoz ) |~

7




Pour conclure on obtient

_ z(logy z)kt 95-9 r d2Crh(2) 1 r?
h= (k—1)! (log w) Crha(2) 2logox  dr? +0 log w + (logox)2 ) |~

L’équation précédente évaluée en z = 1 permet d’obtenir la bonne approximation suivante

de Sk(x) = F(1), ot on a posé A, = Crh,(1),

Il P e e o
Sk(z) = (k—1)! Ar 2logyx  dr? o (logy)? ) J -

Finalement on a

20, hy (1) d2C,h,(2) 2

o | hr(2) r hr(z)d 2 2 r

TP — logw)25-2 dr®  _ __dr — |-
Sk(x)< % w) {hr(1> * 210%33 ( Crhr(1)2 Crhr(l) o logQ(x)

On pose pour tout z € C

e (= [
h,

c h((Z))2cf22 o] = hl( );22 [Crtn2)].

La fonction & est une fonction entiére admettant 1 pour zéro et bornée uniformément en w, x
et k sous les conditions de 1’énoncé du lemme 3.

£(2) =

3 Preuve des Théorémes 1 et 2

3.1 Preuve du Théoréme 2

Démonstration. On utilise une idée de Selberg [Sel54]. La quantité Sy ¢(z,w) est le coefficient
de z¢ dans Fy(z), ce qui est d’aprés le théoréme des résidus

1 Fi.(z
Ske(x,w) = =— f IZ(H) dz.
lzl=p *

2

On insére I'estimation du Lemme 3 dans I'intégrale. L’intégrale résultante en z est alors estimée
par une méthode similaire & la section 3 de [Gou20], la seule différence est un facteur 2 dans la
puissance de logw. O
3.2 Preuve du Théoréme 1

Approximation de Si(z,y) par une version sans les grands facteurs premiers

On suit la démonstration de [Gou20], elle-méme basée sur la démonstration de [FT96, cor.5].
Pour cette démonstration, on choisit

. < log = >
w = ex o —— .
P\ (log, 2)?

On se donne une constante C' > 0 a fixer plus tard. On pose pour x > 2 et y € R



. w(n—1
Sk(a:,y) = Z 2 ( )1w(n—1,w)<210g2x+y\/m’

ne€k(x)

Dk:(x) = Z 20J(n_l)-’I-cu(n—1)—¢;.1(77,—1,u))>C'10g3z'
ne€k(x)

Pour que le lemme 3 soit intéressant & appliquer, on doit montrer que l'influence des grands
facteurs premiers de n — 1 est négligeable donc que Si(x,y) est une bonne approximation de
Sk(x,y) pour cela il suffit de majorer Dy, car on a

Sk ( Clogﬁ) — Di() < S(z,y) < Sk (a,y) - (4)

On utilise essentiellement I'astuce de Rankin pour majorer Dy et on obtient

D
k(2) < logy -’

en choisissant C' suffisamment grand.

Approximation de Sj(z,y) par Berry Essen

Dans la fin de notre preuve on a besoin de lier deux fonctions proches pouvant étre vues
comme des fonctions de répartitions, pour cela on a le théoréme suivant :

Théoréme (Berry-Esseen voir la section I1.7.6 de |[Tenl5|). Soient F, G deuz fonctions de
répartition de fonctions caractéristiques respectives f, g. Supposons que G est dérivable et que G’

est bornée sur R. Alors on a, pour tout T > 0,
T () = g(7)

T

G/
IF = Glos < 16HT”°° +6/ dr

-T

Il ne reste plus qu’a estimer S’k(x, y), on utilise pour cela la méthode des fonctions caracté-
ristiques. Il est naturel de poser

G - (n—1
S;:(x,y) = Z 27 )lw(n—l,w)<10g2w—l—y\/loggw'

ne€i(x)

D’aprés le théoréme de Berry-Esseen |Tenl5, th.I1.7.16|, en posant T := 2log, w, on a

g Sk(z g —ity/ i _ dt
sup Szi(x,y)*Sk(w)@(y)\ < 5 )+/ ‘e WT R (VT — S (z)e /2| =
y vT )T 1]

On découpe l'intégral en trois domaines |t| < 1/logz, 1/logz < [t| < TV3, TV? < |t| < VT.
Dans le deuxiéme domaine, une majoration fine apportée par le Lemme 3 permet la majoration
souhaitée et dans les deux autres une majoration grossiére suffit. Finalement on obtient

up S (e.) — (210 (y) < L ©

yeR Vlogy z



Le résultat (6) nous dit qu'une petite variation de y ne change pas le résultat. Or on a logy w =

log, © — 2logs = et Sk(x,y) = Si(z,y') avec y/ =y + O <\7% donc on obtient
2
- ~ logs
sup | S (2, y) *Sk(ﬂ%y)‘ < 225y (a).

v/1ogy x

De la méme maniére, I'inégalité (4), (5) et (6) nous permet de conclure que

yER

loga x
sup [Si (2, y) — Si(2)B(y)] < —22

y€eR V/1ogy
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