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Résumé

Ce mémoire d’introduction au domaine de recherche présente certains pro-
blemes de géométrie énumérative, ainsi que les méthodes tropicales qui per-
mettent de les résoudre. Nous allons expliquer les problémes historiques qui
motivent les grandes questions du domaine, les développements récents qui
permettent de les résoudre, ainsi que les questions actuelles qui découlent de
ces découvertes.

1 Introduction

Probléme 1. Soit d un entier positif. Etant donnés 3d — 1 points du plan en position
générique ay,...,asq_1, combien y a-t-il de courbes rationnelles complexes de degré
d passant par aq,...,asq_1 "7

Une courbe plane est dite rationnelle quand il existe un paramétrage de ses points
par une fonction rationnelle
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ol p1, q1, p2 et gz sont des polynémes.

FIGURE 1 — Deux cubiques rationnelles du plan



On notera par la suite N4 la réponse a cette question ; nous expliquerons pourquoi
ce nombre est fini et pourquoi il ne dépend pas de la configuration a4, . . ., asq_1 choisie
(voir la fin de la section [2)).

Lorsque d = 1, il s’agit d’une droite passant par deux points distincts donc N; = 1,
mais des que d > 1 la réponse n’est pas forcément évidente.

Ce probleme est un probleme de géométrie énumérative : il s’agit de comp-
ter des objets géométriques (ici des courbes rationnelles) soumis a des contraintes
particuliéres (ici, le passage par des points donnés du plan).

La géométrie énumérative regroupe des questions de dénombrement d’objets géo-
métriques tres diverses, dont certaines remontent a 1’Antiquité. On peut par exemple
citer le probleme des cercles d’Apollonius (cf. figure , ou le probleme du compte
des coniques du plan passant par 5 points donnés parmi les premiers problemes inté-
ressants de géométrie énumérative recensés. La réponse de ce dernier pour 5 points
génériques est connue depuis cette époque, et constitue la premiere réponse non tri-
viale (N; = 1) a notre probleme

FIGURE 2 — Solutions du dernier probleme d’Apollonius : combien y a-t-il de cercles
tangents aux trois disques noirs ? Par Melchoir — Travail personnel, CC BY-SA 3.0,
https ://commons.wikimedia.org/w/index.php ?curid=4056136

L’introduction des méthodes algébriques en géométrie au XVIle siecle permet de
résoudre plus facilement ce genre de problemes, qui se ramenent alors a des résolu-
tions d’équations polynomiales. Cette époque marque un tournant dans 1’étude des
problemes de géométrie énumérative, précurseur de la géométrie algébrique. Francois
Viete résout en partie le probleme des cercles d’Apollonius avec ces outils.



De nouveaux problemes se posent au XVlIlle siecle comme la détermination du
nombre de points d’intersections de deux courbes algébriques dans le plan, ce qu’on
appelle aujourd’hui le théoreme de Bézout, qui nécessite une nouvelle compréhension
des multiplicités des points d’intersections de courbes. Euler, Maclaurin et Cramer,
s'intéressent aussi a des configurations de points particulieres du plan comme celle que
forme l'intersection de deux courbes, ou des configurations de droites comme celles
du théoreme de Braikenridge-Maclaurin.

Au XIXe siecle, notamment grace aux apports de Pliicker, Schubert et Cayley,
les mathématiciens disposent d'un cadre plus cadre général pour comprendre les in-
tersections de variétés, et les dispositions de sous-espace linéaires dans des variétés.
On peut notamment citer le célebre théoreme des 27 droites sur une surface cubique
lisse, conséquence aisée du calcul de Schubert. Hilbert propose dans son quinzieme
probleme de poser des bases rigoureuses pour ce nouveau type de calcul. Concernant
le probleme des courbes rationnelles de degré d passant par 3d — 1 points du plan,
Steiner et Zeuthen calculent respectivement N3 = 12 et N, = 640.

En parallele, les débuts de géométrie algébrique moderne, notamment les travaux
de ’école italienne, ont de nombreuses interactions avec la géométrie énumérative.
Francesco Severi introduit une notion de degré permettant de comprendre 'invariance
du compte de courbes dans le plan. Avec Oscar Zariski souffle un vent de renouveau
sur le sujet : il pose un cadre solide pour la géométrie algébrique a I’aide du langage
de la géométrie commutative, et y démontre quelques résultats de ses prédécesseurs.

Le probleme du calcul de Ny pour tout d fait partie de ce que I'on pourrait appeler
aujourd’hui la "géométrie énumérative naive', notamment parce qu’il ne nécessite pas
le vocabulaire plus récent postérieur a Grothendieck pour étre formulé ni pour étre
résolu. Nous allons donc nous placer pour une bonne partie de ’exposition dans un
formalisme de variétés algébriques proche de celui de Zariski.

2 Formalisation des probléemes

Commencons par quelques définitions.

Définition 2. Une courbe algébrique plane, complexe, projective C de degré d est la
donnée d’un polyndme a trois variables non nul f(X,Y, Z), homogene et & coefficients
complexes, de degré d, pris a constante pres. Les points complexes de C' sont les points
P € CP? de coordonnées homogenes [z : y : z| telles que f(z,y,2) = 0; ces points
forment I’ensemble CC'. Lorsque l'on peut choisir f a coefficients réels, on dit que
la courbe est réelle, et 'ensemble de ses points réels RC est constitué des points
[z :y: 2] € CC qui se trouvent dans RP2.

Une fois cette définition acquise, on peut se demander quelle structure porte ’en-
semble C4 des courbes complexes de degré d. Il s’agit en fait d’un autre espace pro-
jectif : comme les coefficients d'un polyndéme f définissant une telle courbe C' sont
considérés a une constante multiplicative non nulle pres, ils fournissent des coor-
données homogenes pour C'. Cette observation permet de renverser le point de vue



habituel : au lieu de regarder les points d'une courbe, on s’intéresse a ’ensemble des
courbes passant par un point. La condition f(x,y,z) = 0 décrit ainsi 'appartenance
de [z : y : z] & la courbe définie par f, mais aussi que f fait partie des solutions au
probleme suivant : quelles sont les courbes algébriques complexes de degré d passant
par le point [z :y: 2] ?

Remarque 3. L’avantage que confere ce point de vue est que la condition f(z,y, z) =
0, bien que non linéaire en [z : y : z], est linéaire en f, c’est-a-dire en ses coefficients.
On peut montrer aisément que pour N points p; = [x; : y; : 2;] de CP? en position
générique, les conditions linéaires p; € CC sont indépendantes, et définissent donc un
sous-espace projectif de C; de codimension N.

Un dénombrement simple permet de calculer la dimension de C; :

Proposition 4. Pour tout d > 1, Cyq est un espace projectif de dimension @.

Comme les coniques irréductibles du plan sont toutes rationnelles, on en déduit :

Proposition 5.
N2 - 1

Démonstration. Une conique réductible est une paire de droites, ce qui laisse deux
degrés de liberté alors que C, est de dimension 5. Les conditions linéaires données par
5 points génériques du plan projectif représentent une intersection de 5 hyperplans
projectifs génériques dans CP?, i.e un point de Cy générique qui représente donc une
seule conique irréductible. O

Les choses se corsent lorsque 1’on souhaite des courbes de degré au moins 3. En
effet, ces courbes ne sont plus toutes rationnelles, mais leur genre est génériquement
donné par la formule suivante :

Proposition 6. Une courbe algébrique plane complexe C' lisse est irréductible, et le
genre de la surface topologique CC' que forment ses points complexes est égal a
(d—1)(d—2)
2 )
ot d est le degré de C'.
Bien que les courbes lisses forment un ouvert de Zariski non vide (et donc dense)
de Cy, il est possible qu'une courbe irréductible de degré d ne soit pas lisse : ce sont

alors ses singularités, ou points doubles, qui vont permettre de calculer son genre. Un
point p € CC' est dit singulier si

8xf($,y,2') = Gyf(x,y,z) = aZf(xaya Z) =0

pour un choix de coordonnées homogenes p = [z : y : z].
On peut toujours paramétrer une courbe irréductible C' par une certaine surface
de Riemann S, qui est une surface topologique compacte, orientée et connexe d’une
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certain genre g. C est alors 'image d’une application holomorphe immersive ¢: S —
CP2. Cet entier g est indépendant du paramétrage choisi, et il est possible de le
calculer dans le cas ou les points doubles de C' sont dits nodaux. Une singularité
p=[r:y:z] € CC est dite nodale si la matrice hessienne de f en (z,y,2) est de
rang 2.

Proposition 7. Soit C' une courbe algébrique complexe plane projective irréductible,
de degré d. Supposons que C' a un nombre fini 6 de points doubles, et qu’ils sont tous
nodaux. Alors, le genre g de C' est donné par la formule
g (d—1)(d—-2) s
2

Comme le genre d'une surface est toujours positif, ce résultat montre que les
courbes algébriques rationnelles sont les courbes irréductibles qui ont le plus de sin-
gularités : on a alors § = W.

La présence de ¢ singularités sur une courbe algébrique représente une condition
de codimension 1, mais cette fois-ci, elle est non linéaire. On pourra penser au pro-
bleme analogue en dimension 1, ou la présence d’une racine double est détectée par
I’annulation du discriminant du polynome.

Formellement, le sous-espace de C; formé des courbes ayant au moins ¢ singula-

rités i.e un genre g = W — 0 est un sous-ensemble localement fermé V de

codimension §. Compte tenu de la remarque , il faut fixer @ —0=3d—-1+g¢g
points génériques dans CP? pour obtenir un nombre fini N de courbes de genre g et
de degré d passant par ces points. De plus,

Proposition 8. Le nombre Nj est invariant par choiz des points.

Démonstration. 11 s’agit du degré de la sous-variété fermée V7, dit degré de Severi.
C’est une conséquence du théoreme de Bézout qu’il peut étre défini comme cardinal de
I'intersection avec un sous-espace projectif générique de dimension complémentaire.

]

Comment peut-on calculer ces nombres Nj ?

3 Les grandes avancées des années 90

La premiere grande avancée dans cette direction fut la découverte en 1994 par
Kontsevich et Manin [KM94] d’une relation récursive reliant les nombres Ny = NJ et
permettant leur calcul.

Théoreme 9. Pour tout d > 2,

3d — 4 3d — 4
Na= Z <3d _ 2>dANdAdBNdBdAdB - <3d B 1>d,24NdANdBdAdB-
dy+dg=d A A
dAadB >1



Démonstration. Voici le plan général de la preuve donnée dans |[KV06] :

— Kontsevich change de point du vue sur les courbes : au lieu de considérer
des polynémes homogenes de degré d ayant un nombre fixé de singularités,
il s’intéresse & une variété M, (P? d) dont les points sont des applications
p: C — CP? de degré d, ot C' est une courbe algébrique dont n points sont
marqués.

— Tout comme pour la définition du degré de Severi, il faut compactifier cet es-
pace pour espérer comprendre sa théorie de 'intersection. La courbe C' est alors
autorisée a étre réductible, I’application pu devant rester sans automorphismes.

— On peut ensuite calculer I'intersection d'une courbe dans I'espace M, (P?, d)
avec son 'bord", ce qui représente différentes facons de compter des courbes
algébriques réductibles de degré d4,dp < d : ce bord est en effet composé
de diviseurs qui vérifient des relations utiles, et s’identifient a des espaces de
modules My ,,,(P?, d) pour des entiers m < n.

m

En 1998, les nombres NJ sont a leur tour calculés par Caporaso et Harris [CH9§],
une fois encore grace a une relation de récurrence. Leur approche consiste a géné-
raliser le probléeme en utilisant des variétés de Severi généralisées, dont les points
sont des courbes soumises a des conditions de degré, genre, mais aussi de multiplicité
d’intersection avec une droite fixée de P2,

Deés lors, on pourrait considérer le probleme initial résolu, mais une question proche
et tout aussi intéressante est la suivante : qu’en est-il du nombre de courbes réelles?

Soit d > 1 et g > 0 des entiers. Soit P C RP? une configuration générique réelle
de 3d — 1 + g points. On note Njg(P) le nombre de courbes réelles irréductibles C
de genre g et de degré d vérifiant P C RC. Remarquons que ce sont en particulier
des courbes complexes, et comme P C (CP?)3¢~! est une configuration de points
générique, Njp(P) < Nj est donc fini, et ces deux nombres ont méme parité.

L’argument qui montre U'invariance de N par choix de P est ici invalide : le degré
d’une sous-variété réelle fermée de dimension n de ’espace projectif n’est pas toujours
égal au nombre de point d’intersections qu’a son lieu réel avec un sous-espace projectif
réel générique de codimension n. Il est en fait vite compris que le nombre de courbes
réelles n’est en général pas un invariant : parmi les 12 cubiques rationnelles a travers
8 points génériques de RP2, selon la position des points, 8, 10 ou 12 d’entre elles sont
réelles (voir [DKO00], digression page 50).

En revanche, il existe une facon de compter les courbes rationnelles réelles de
degré d passant par 3d — 1 points génériques de RP? de facon invariante par choix
des points. Découverte par Welschinger [Wel03|, elle consiste a attribuer a chaque
courbe une multiplicité égale & (—1)¢, ou e est le nombre de ses points doubles isolés,
et a remplacer le nombre de courbes par la somme de ces multiplicités. L’invariant
de Welschinger pour les courbes de degré d, noté Wy, est en particulier une borne
inférieure pour le nombre de courbes rationnelles réelles de degré d passant par 3d — 1
points : pour toute configuration générique P C (RP2)3d_1, on a

W(d) < NiR(P).



Pour que cette borne inférieure soit intéressante, il faudrait déja que W (d) soit
positif, ce qui n’est pas évident au vu de sa définition. C’est pourtant le cas : en
2003, Itenberg, Kharlamov et Shustin [IKS03] démontrent que pour tout d > 1, on a
W (d) > d!/2. Leur preuve utilise un outil nouveau : la géométrie tropicale.

4 Géométrie tropicale

La géométrie tropicale est ’étude des variétés tropicales, qui sont des objets de
nature convexe ayant des propriétés proches des variétés algébriques. Dans notre cas,
ce sont surtout de courbes tropicales dont il sera question.

Définition 10. Une courbe tropicale plane est un couple (C,w) o C' C R? est un
graphe fini dont certaines arétes sont infinies, et w: e — w, € N? est une fonction sur
les arétes de C'. On demande que chaque aréte e soit située sur une droite ayant un
vecteur directeur primitif v. € Z2. Ces nombres et vecteurs doivent en outre vérifier
une relation d’équilibrage : pour tout sommet v, si ey,...,e, (resp. €],..., € ) sont

rm
les arétes adjacentes & v entrantes (resp. sortantes), on a
n m
D weve, = Y We! Ve
=1 =1

Une aréte e adjacente & un sommet v est dite entrante (resp. sortante) si e C
v — Ru, (resp. e C v + Ruo,).

F1GURE 3 — Une courbe tropicale
On définit la multiplicité d’un sommet trivalent v de (C,w) par la formule sui-
vante :

m(cav) - w61w€2|det(U61aU62)’a (1)
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ou e, ey sont deux arétes distinctes quelconques qui contiennent v.

Une courbe tropicale C' est dite irréductible si elle ne peut pas s’écrire comme
réunion de deux courbes tropicales C’,C"” C C. Une courbe tropicale irréductible
possede une certaine classe de "paramétrages tropicaux" h: I' — C par des graphes I'
ou en particulier h(e) est rectiligne pour toute aréte e de I'. Pour ces paramétrages
dont le graphe I' est de genre minimal g, on dit que g est le genre de la courbe C.

Etant donnée une courbe tropicale (C,w), on peut définir son polygone de Newton
A C R?, dont les sommets sont dans Z2, et qui est muni d’une subdivision polygonale
S(C,w), appelée subdivision duale de (C,w).

FIGURE 4 — La subdivision duale de la courbe tropicale ﬁgure

On note b(A) le nombre de points de Z? situés sur le bord de A, ainsi que Ma
I’ensemble des courbes tropicales ayant pour polygone de Newton A.

Cette subdivision duale encode les propriétés combinatoires de la courbe tropicale,
les données restantes étant métriques :

Proposition 11 (Lemme 3.14 dans [Mik05]).
Les courbes tropicales (C,w) dont la subdivision duale est S forment un domaine
convexe polyédral Mg C Ma qui est ouvert dans son enveloppe affine.

De la méme fagon que pour la géométrie énumérative algébrique, on calcule la
dimension de I’espace des courbes tropicales de polygone de Newton A et de genre g,
qui est b(A) — 1+ g, et on met en évidence un ensemble de configurations tropicales
de RY(A)=149 - ici c’est un G; dense. Les courbes tropicales (C,w) de genre g et de
polygone de Newton A qui passent par ces configurations de points sont irréductibles,
et simples, i.e que la subdivision S(C,w) n’est formée que de triangles et de paral-
lélogrammes. La proposition précédente permet de voir qu’il y a un nombre fini de
courbes tropicales qui passent par ces points (cf lemme 4.13 in [Mik05]).

Le théoréme suivant, démontré pour la premiére fois par Mikhalkin dans [Mik05],
montre que le compte des courbes tropicales sujettes aux conditions précédentes,
munies des multiplicités (1, permet de compter des courbes algébriques complexes.

Théoréme 12 (Théoreme 1 dans [Mik05]).

— Le compte des courbes tropicales (C,w) de genre g et de polygone de Newton
A passant par une collection générique de points Q, munies des multiplicités

m(C,w) = H m(C,v),

’UEV3(C)



ou V3(C) est l’ensemble des sommets trivalents de C, ne dépend pas du choix
de Q.

— 1l existe une configurations de points P € (C*)?* telle que le nombre de courbes
algébriques irréductibles complexes de genre g et de polygone de Newton A

passant par P soit NY ;.-

Le polygone de Newton d'un polyndéme

plzyw) = Y a; 2w
(,)€Z?

est défini comme l'enveloppe convexe des couples (i,7) € Z? tels que a;; # 0. Le
polygone A définit une certaine surface algébrique, dite surface torigue, ou vit une
compactification naturelle de la courbe {p(z,w) = 0} C (C*)%

Les courbes projectives planes de degré d correspondent aux courbes de polygone
de Newton le triangle de sommets (0,0), (0,d) et (d,0). Ce résultat permet donc de
calculer les degrés de Severi N pour les courbes dans P2, mais aussi des invariants
similaires comptant des courbes dans des surfaces toriques qui n’étaient pas encore
connus.

Démonstration. L’approche de Mikhalkin consiste a étudier les amibes d’une courbe
algébrique complexe C C (C*)? : ce sont les ensembles

Ai(C) = {(log; |2|, log; [w]), (z,w) € C}

pour des valeurs de ¢t > 0 de plus en plus grandes. Il s’avere que cette famille (A;(C))io
converge quand t — oo vers une certaine courbe tropicale. Il faut ensuite comprendre
quelles sont les courbes algébriques dont les amibes dégénerent vers une courbe tro-
picale donnée C', et voir quelles conditions supplémentaires on peut imposer a ces
courbes algébriques. O

Mikhalkin propose aussi dans [Mik05] d’autres résultats, notamment des méthodes
de calcul plus combinatoires, et des fagons de calculer les invariants de Welschinger
et le nombre de courbes réelles dans certaines configurations de points, qu’utiliseront
les auteurs de [IKS03] pour montrer le résultat annoncé & la fin de la section [3|

FIGURE 5 — Une amibe
Pour une introduction détaillée sur le sujet, voir par exemple [Bru+415|.
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5 Les probléemes actuels

Invariants de Block-Go6ttsche Dans [BG15], Block et Gottsche introduisent des
nouvelles multiplicités tropicales, dites raffinés : il s’agit de polynomes de Laurent
G(q) symétriques a coefficients dans N, définis comme les invariants tropicaux Nj .,
mais en remplagant la multiplicité m(C,v) définie en (1| par son g-analogue

m(Cv)/2 —m(Cyw)/2

—q
g2 — g2

G(C,v) =4

L’évaluation de ces polynéomes en ¢ = 1 donne N, itrop, tandis que leur évaluation en
q = —1 permet de retrouver un invariant de Welschinger tropical.

Ces idées se placent dans le cadre des conjectures de Gottsche et Shende [GS14],
qui définissent deux raffinements des degrés de Severi et conjecturent leur égalité
pour des grands degrés de courbes. Ce sont ensuite Gottsche et Block [BG15] qui
ont donné une description tropicale de ces raffinements, puis Itenberg et Mikhalkin
montrent dans [IM13] que le compte des courbes tropicales raffiné de cette fagon est
encore un invariant, généralisant le théoreme

Les mémes auteurs utilisent ces nouveaux invariants pour démontrer une ma-
joration du nombre N7g(P) pour d assez grand pour des configurations de points
P proches de la limite tropicale : la connaissance du coefficient dominant de G¥(q)
montre qu’il y a toujours une courbe tropicale particuliere C' dont la multiplicité com-
plexe est un grand nombre, qu’il n’est pas possible d’atteindre pour la multiplicité
réelle compte tenu du faible nombre de sommets de C.

L’étude de ces invariants et des correspondances énumératives établies entre les
mondes algébrique et tropical représente aujourd’hui une part importante des re-
cherches sur les interactions entre géométrie énumérative et géométrie tropicale. Deux
interprétations géométriques aux invariants de Block-Gottsche sont au coeur de mon
sujet de these : 'article de Mikhalkin [Mik17] et celui de Bousseau [Boul8| ot I'auteur
relie des fonctions génératrices d’invariants log Gromov-Witten, des sortes de comptes
virtuels de courbes de genre supérieur, aux invariants de Block-Gottsche.

D’autres facons de compter Comme on I’a vu dans la section [3, on peut para-
métrer les courbes que nous voulons compter par d’autres espaces que des variétés
de Severi VZ. On peut ensuite calculer des invariants de ces espaces plus compliqués
que le degré, par exemple des groupes de cohomologie [BG15] ou certaines classes de
Chern [Boul8| qui ont un sens géométrique particulier. Dans ces directions, on peut
citer la théorie des invariants de Gromov-Witten, des invariants BPS, de Donaldson-
Thomas... Ces théories sont les plus étudiées pour la géométrie énumérative en di-
mension au moins 3 : dans ces situations, les intuitions sur la dimension des espaces
sont parfois fausses, et une notion de classe fondamentale virtuelle est requise pour
définir rigoureusement les invariants. Les interactions entre ces différentes théories
énumeératives sont nombreuses, et leur relation au monde tropical dans le cas des
variétés toriques reste encore a comprendre.
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Géométrie symplectique Les invariants de Gromov-Witten précédemment cités
sont en fait définis de maniere symplectique, tout comme les invariants de Welschinger,
i.e que ces nombres sont aussi invariants par choix d’une structure presque complexe
compatible avec la forme symplectique des espaces étudiés (cf. [Wel03;|GZ1§]). Cette
approche s’offre comme alternative dans les problemes énumératifs de la section
dans ce mémoire, mais certaines formulations de la symétrie miroir en lien avec la
géométrie énumérative s’expriment en des termes purement symplectiques, comme la
conjecture SYZ |Grol2].

Géométrie énumérative réelle Les invariants de Welschinger ont été généralisés
par [GZ18] via la théorie de Gromov-Witten réelle.

Des formules analogues a celles de Caporaso-Harris ont été démontrées pour les
invariants de Welschinger dans certaines surfaces toriques [IKS06].

Dans une philosophie de catégorification, les auteurs de |Jar24/; Kas+23| proposent
une nouvelle facon de calculer des invariants énumératifs réels a l'aide de formes
quadratiques, en lien avec la théorie de I’homotopie motivique.

Enfin, Mikhalkin développe dans [Mik17] une notion d’indice quantique qui concerne
certaines courbes algébriques réelles dans une surface torique, et 1'utilise pour relier
le nombre de solutions a un probleme énumératif, raffiné par cet indice quantique,
aux invariants de Block-Gottsche.

Les autres applications de la géomeétrie tropicale La géométrie tropicale, en
tant qu’étude des dégénérescences des familles de variétés algébriques, peut étre com-
prise comme simplification d’une géométrie non archimédienne |[BJ17]. En particulier,
il existe une application de tropicalisation définie sur les sous-variétés affines d’un es-
pace vectoriel sur un corps non archimédien, et dans un certain sens, la limite des
tropicalisations des plongements affines fournit une autre interprétation de ’analyti-
fication de Berkovich. [Pay0§|

La géométrie tropicale permet aussi de définir des compactifications de certains
espaces comme des espaces de modules [AN21] ou des variétés de caracteres [JSY20].
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