INTRODUCTION AU DOMAINE DES MATRICES ALEATOIRES

BOUSSEYROUX PIERRE

1. INTRODUCTION

La premiere matrice aléatoire étudiée remonte aux années 1920, lorsque le statisticien John
Wishart examine les matrices de covariance empirique de vecteurs aléatoires indépendants.
Les matrices aléatoires ont ensuite été introduites en physique nucléaire par Wigner dans les
années 1950 pour mieux comprendre la spectroscopie des atomes lourds. En effet, les raies
spectrales des atomes lourds correspondent a des valeurs propres d’opérateurs auto-adjoints
complexes. La complexité de la dynamique du systeme quantique nécessite de remplacer
une description déterministe par une description probabiliste. Wigner a eu l'idée d’exami-
ner les propriétés statistiques des opérateurs plutot que leurs spécificités individuelles. Il a
alors proposé que I’hamiltonien d’un noyau soit considéré comme un échantillon aléatoire
parmi une distribution d’hamiltoniens a définir. Grace a cette approche, on peut expliquer
le phénomene de répulsion locale des niveaux d’énergie.

Depuis lors, la théorie des matrices aléatoires n’a cessé de progresser, tant en physique
qu’en mathématiques, menant & des applications diverses : en physique, en biologie, en
sciences sociales, en écologie théorique et dans I'optimisation des transports.

Fait surprenant et notable, les matrices aléatoires ont aussi trouvé des applications en
théorie des nombres. En 1972, Dyson et Montgomery découvrent que les zéros non triviaux
de la fonction ¢ de Riemann présentent les mémes propriétés statistiques que les valeurs
propres d’une matrice unitaire aléatoire.

Comme il s’agit d’une introduction a ce domaine relativement courte, nous éviterons
les écueils techniques. Nous privilégierons une approche plus souple, permettant ainsi de
développer des intuitions concretes grace a de nombreuses figures illustrant plusieurs concepts
des matrices aléatoires tout en présentant des résultats élégants.

2. PREMIERES PROPRIETES DES MATRICES ALEATOIRES

La matrice aléatoire la plus simple a laquelle nous pouvons penser est la matrice carrée A
de taille N, dont toutes les entrées sont des variables gaussiennes indépendantes, d’espérance
nulle et de variance 1. Ici, nous commencerons par nous intéresser aux matrices symétriques
afin d’avoir des valeurs propres réelles. Nous aborderons en fin de texte le cas des matrices
non hermitiennes.

Donc, symétrisons A et considérons AL\/%‘T qui est appelée une matrice GOE dont la

définition est alors la suivante.

Définition 1. On appelle matrice GOE (Gaussian Orthogonal Ensemble) une matrice X de
la forme

X190 Xoo ... Xon
(1) X=| . : .

XlN XQN XNN
1
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ou X;; sont des variables aléatoires gaussiennes indépendantes de moyenne de 0 et de variance
1 pour ¢ < 7, et une moyenne de 0 et une variance de 2 pour ¢ = j.

En considérant le produit des densités des coefficients diagonaux et hors diagonaux supérieurs,
il est facile de voir que la fonction de densité d’une telle matrice X est proportionnelle &

(2) exp <_41 Tr(X2)> :

Cette expression est particulierement simple et a une conséquence tres importante : 'inva-
riance par rotation. Si X est une matrice GOE et O une matrice orthogonale, alors OXO™
est toujours une matrice GOE. Cette remarque rend I’étude des vecteurs propres de X
peu intéressante ; en revanche, les valeurs propres attirent notre attention. Nous noterons
A1 < ... < Ay les valeurs propres de la matrice X.

La figure [2] est issue du fameux livre de Mehta [5]. Elle montre plusieurs répartitions de
points ; par exemple, la premiere illustre une distribution uniforme de points sur un segment
donné, la troisieme représente les niveaux d’énergie d’un atome lourd, et la cinquiéme montre
la répartition des parties imaginaires des zéros non triviaux de la fonction (. La question
qui se pose alors est de savoir quelle répartition ressemble le plus & celle des A\q,..., An 7
La répartition présente-t-elle de gros trous comme la premiere, ou est-elle plus proche d’un

spectre périodique, comme dans la figure f 7
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Figure 1.2. Some typical level sequences. From Bohigas and Giannoni (1984). (a) Random levels
with no correlations, Poisson series. (b) Sequence of prime numbers. (c) Slow neutron resonance
levels of the erbium 166 nucleus. (d) Possible energy levels of a particle free to move inside the
arca bounded by 1/8 of a square and a circular arc whose center is the mid point of the square;
i.c. the area specified by the inequalities, y > 0, x > y, x < 1, and 2+ y2 > r. (Sinai’s billiard
table.) (e) The zeros of the Riemann zeta function on the line Rez = 1/2. (f) A sequence of
cqually spaced levels (Bohigas and Giannoni, 1984).

FIGURE 1. Figure issue de [5].
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F1GURE 2. Comparaison d’un spectre ”Poisson” et celui d’une matrice aléatoire.

Tournons-nous vers les mathématiques pour mieux appréhender les choses. Dit vulgaire-
N(N-1)
2

parametres afin de considérer une
matrice orthogonale de O, (R) (qui est un groupe de dimension W) mais également N
valeurs propres. En calculant le jacobien de ce changement de variable, on peut démontrer

que la fonction de densité de la loi jointe des valeurs propres vérifie

ment, choisir une matrice GOE revient a choisir

N
3) P((AY) o [T Ihe — Adexp (—i > Ai)
k=1

k<l

Autrement dit, la fonction de densité de la loi-jointe des A\, est proportionnelle a

N
(4) exp [ 2 [ S viw - 3 toa(ln -~ a)
k=1 k£l

2

avec f=1et V(z) =%

Cette écriture donne une interprétation physicienne du comportement des valeurs propres,
que 'on appelle Gaz de Coulomb. Les valeurs propres évoluent dans un potentiel quadratique
et sont soumises a une force de répulsion locale.

On comprend alors que cette répulsion locale rend le spectre plus proche d’'un spectre
périodique que d’'un spectre de type Poisson, comme le montre la figure

On retrouve ce comportement — répulsion locale mais attraction globale — dans les
spectres de nombreuses matrices aléatoires. Lorsqu’on observe une telle distribution “rigide”,
on dit souvent qu’elle est de nature spectrale. Ces distributions se retrouvent également dans
la répartition des rames de métro. En effet, pour transporter le maximum de passagers, il
est nécessaire d’avoir beaucoup de rames réparties sur la ligne, mais en méme temps, elles ne
doivent pas étre trop proches pour éviter qu’une rame soit pleine tandis que 'autre est vide.
Les matrices aléatoires interviennent alors dans la modélisation des systemes de transport.

Faisons une petite parenthese qui en vaut la peine. Une des fonctions les plus importantes
de toutes les mathématiques est probablement la fonction ¢ de Riemann. On sait que cette
fonction regorge d’informations sur les nombres premiers. La connaissance de cette fonction
et en particulier les zéros de son prolongement analytique, est cruciale pour comprendre
la distribution des nombres premiers. Par exemple, I’absence de zéros non triviaux de la
fonction zéta sur la droite Re(z) = 1 est équivalente au théoréme des nombres premiers
qui affirme que p, ~ nln(n). Mais ou sont ces zéros? On sait qu’elle ne s’annule pas sur
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Re(z) > 1 et les zéros vérifiant Re(z) < 0 sont connus. Il s’agit des entiers pairs négatifs.
I ne reste plus qu’a comprendre les zéros sur 0 < Re(z) < 1, qu’on appelle les zéros non
triviaux. Un des problemes mathématiques les plus importants est I'hypothese de Riemann,
qui consiste & montrer que les zéros non triviaux de la fonction ¢ ont une partie réelle de
%. Numériquement, cela est treés bien vérifié, on peut alors examiner les statistiques des
parties imaginaires de ces zéros non triviaux. La grande surprise est de découvrir que ce
sont exactement les mémes que (61, ...,60,) ot (e!1,... ) sont les valeurs propres d’une
matrice unitaire aléatoire. Cette connexion est trés surprenante et une extraordinaire usine
a production de conjectures. Un probléme concernant la fonction ( est alors converti en
un probleme sur le polynome caractéristique d’'une matrice unitaire aléatoire. On résout le
probleme dans le monde des matrices aléatoires, puis on reconvertit le résultat dans le monde
de la théorie des nombres, donnant ainsi naissance a une conjecture souvent extrémement
difficile a résoudre. L’exemple typique de ce processur tres célebre concerne les moments de
la fonction ¢ ([4]).

3. Lol DU DEMI-CERCLE

Restons dans le cas du GOE. Maintenant que nous avons compris quelques aspects du
comportement local, essayons de comprendre le comportement global de ces valeurs propres.
Comme tout bon physicien, nous devons trouver la bonne normalisation. Nous remarquons
que, pour équilibrer les deux forces dans , nous devons considérer plutot les % On

obtient alors le théoreme de Wigner, le plus célebre de cette théorie.

Théoréme 1. Pour toute fonction f continue bornée, on a presque surement :

(5) 1§:f()‘k) _>/2f( )7“1_33261
N P \/N N—oco J_o . 2 -

Cette limite peut sembler un peu étrange puisque les Ax dépendent de N. Implicitement,
des qu’on écrit des limites en N, on imagine que pour chaque N, on considere une nouvelle
matrice aléatoire d’une structure donnée (ici GOE) qui donne alors de nouvelles valeurs
propres Ar qui sont donc des variables aléatoire. Le physicien pense les choses de maniere
beaucoup plus concrete : il imagine davantage une unique réalisation d’un tres grand GOE, et
la distribution des valeurs propres sera alors proche d’un demi-cercle. Il voit ainsi N comme
quelque chose de tres grand plutét que comme quelque chose qui tend vers l'infini.

Ce théoreme est en accord avec l'expérience, comme le montre la figure [3, ot l'on voit
émerger le demi-cercle. En réalité, le résultat est universel : les éléments X;; n’ont pas
besoin d’étre gaussiens; il suffit qu’ils suivent une loi d’espérance nulle et partagent les
mémes variances que celles d’une matrice GOE.

On se propose ici de donner les grandes lignes d’une démonstration. Ce sera ’occasion
d’introduire la transformée de Stieltjes, qui sera utile par la suite, et d’introduire un concept
tres important : 'auto-moyennation pour les physiciens ou concentration de la mesure pour
les mathématiciens. Il y aurait beaucoup de choses & justifier dans les arguments qui vont
suivre.

Définition 2. Soit M une matrice symétrique aléatoire de taille N et si,..., sy ses valeurs
propres. Sa transformée de Stiejtles est définie comme

1
Z — Sk

1 N
(6) Ve e C\RgV(:) = 3
k=1
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FicURrE 3. Histogramme d’une spectre d’'une matrice GOE de taille 1000.

qu’on peut également écrire comme

7) i (Gaa(2))

ot Gy est la résolvante de M définie comme (21 — M) ™1,

Essayons de comprendre pourquoi cet outil peut s’avérer puissant pour retrouver la dis-
tribution limite des valeurs propres p. On peut s’attendre a ce que, lorsque la taille de la
matrice tend vers l'infini, on ait :

(8) V2 e O\R, gV (2) —> g(z) = A

N—oo

p(A)

z—A

avec p la distribution spectrale limite. Notons que le terme de gauche est aléatoire et converge

vers une fonction déterministe. Evidemment, on a été assez vite ici en affirmant que p existait

sans plus d’explications. On fera cette hypothese a plusieurs reprises dans ce document.
Un petit exercice montre la formule de Sokhotski-Plemelj :

(9) VA € R, Im(g(A - i) — mp(A).

Prenons maintenant M une matrice définie comme LN avec X une matrice GOE. Une

telle matrice M est appelée matrice de Wigner. L’objectif est alors clair : si nous arrivons a
calculer g = limy gV, on pourra retrouver la distribution limite des valeurs propres notée p.

L’idée est d’utiliser de maniere intelligente le fait suivant : le sous-bloc inférieur droit de
taille N — 1 de M, que nous noterons M, posséde la méme structure aléatoire que M. Les
calculs par blocs classiques conduisent a la formule :

(10) [G1\1/1]11 = [zIy — M]11 — k%:Q[ZIN — M 1[G jlr[zIn — M]i1.

qui s’écrit plus facilement comme

(11)
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Nous allons maintenant utiliser un concept tres important en matrices aléatoires : ’auto-
moyennation. L’idée est la suivante : lorsque vous avez une quantité qui dépend de toutes
les entrées d’une matrice aléatoire, elle aura tendance a s’auto-moyenner lorsque N — oo
(c’est-a-dire que, lorsque la taille de la matrice est tres grande, 1’aléatoire disparait). On
imagine qu’il y a en fait des lois des grands nombres sous-jacentes. Par exemple, lorsque
N — o0, [Gnm]11 sera tres proche de son espérance. Or, tous les coefficients diagonaux de
G admettent la méme espérance en raison de I'invariance par rotation. On conclut alors
que l'espérance recherchée vaut également la trace normalisée de Gy et done g(z) lorsque
N — oo. Ensuite, le terme [M];; est de variance % et d’espérance nulle. Il est donc négligeable
lorsque N — oo. Enfin, les sommes du terme de droite vont s’auto-moyenner grace a des lois
des grands nombres, ce terme sera alors tres proche de son espérance. Or,

(12) E [ 3 MG M (M My | = + 371G
E1>2 k=1

dont on espére que cette quantité sera proche de g(z) puisque les deux matrices M et M
dispose de la méme structure aléatoire et ont quasiment la méme taille. Finalement, nous
aboutissons a la relation suivante :

(13) @ =z —9(2)
qu’on peut résoudre en

z—Vz22 -4
(14) olz) = 2=

En matrices aléatoires, il y a réellement des subtilités sur les racines complexes. Nous ne
rentrerons pas dans ces considérations.
La formule @ permet alors de montrer que

(15) p(A):{ VX i de [-2,2)

0 sinon.

4. VARIABLES NON COMMUTATIVES

L’intérét de la fonction caractéristique n’est plus & démontrer. Elle se comporte remar-
quablement bien avec les sommes de variables aléatoires indépendantes. On rappelle que si
X est une variable aléatoire, on définit :

(16) Vi € R, ox(t) = E(eX).

Si on définit Hx (t) = In(px(t)), on a alors

(17) Hxiy = Hx + Hy

si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes.
Développons Hx(t) en série entiere autour de 0 :
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(18) Hx(t) = log(E("¥)) = k"ff ) (ityn.
n=1

ou les k,(X) sont appelés les cumulants de X (dont on suppose qu'ils existent tous). Par
exemple, k1(X) = E(X) et ka(X) = Var(X). Il est facile de vérifier les deux propriétés
suivantes importantes des cumulants :

(19) kn(aX) = a"kn(X) et k(X +Y) = kn(X) + ko (Y)
pour tout n € N*, o € R et X et Y deux variables aléatoires tels qu’il n’y ait pas de
problemes.

Peut-on faire la méme chose dans le monde des matrices aléatoires ?

La fonction caractéristique n’est rien d’autre qu'une transformée de Fourier. My (R) est
un R-espace vectoriel de dimension N2. On pourrait alors définir, pour toute matrice A
aléatoire,

(20) VB € My(R),pa(B) =Ea (exp{Tr(AB”")}).

On préfererait une fonction de la variable réelle. L’idée est alors de prendre B = tuu”
avec u un vecteur unitaire et ¢t € R :

(21) pa(t,u) =Ea (exp{t (u| Alu)}).

En fait, si A est une matrice invariante par rotation, ¢4 ne dépend plus du u, et on alors
définit une fonction p4(t). On peut alors écrire dans la méme état d’esprit précédent pour
des petits t :

+oo
(22) HA() = Jim log(Ex (exp{it (u] Afu)}) = 3 P28 gy
n=1 )

ou les k,(A) sont cette fois-ci appelées les free cumulants de A.
On peut vérifier que

(23) E1(A) = 7(A) et ky(A) = 7(A?) — 7(A)?
(24) 7(A) = imE <TTJ(VA)> .

On retrouve ici encore une fois plusieurs subtilités de la limite N — oo ou deux vi-
sions subistisent. Celle du physicien ou il pense la matrice A comme une seule grande ma-

Tr(A)

trice et 7(A) est simplement pour lui —> puisque cette quantité est auto-moyennante.

Le mathématicien devrait plutdt considérer une suite (AN ) NeN- de matrices aléatoires

suivant un méme "modele” A comme GOE par exemple. On écrit alors plutét 7(A) =
. Tr(AN
lmy oo E r(N )

Les free cumulants vérifient alors les mémes propriétés ((19)). Considérons un modele de
matrices aléatoires A telles que 7(A) = 0, on a alors le tableau comparatif suivant :
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Free cumulants Cumulants

ko (A) = 7(A?) ko (X) = E(X?)

ks(A) = T(A3) k3(X) = IE(X3)
ks(A) = T(A4) - 2T(A2)2 ka(X) = E(X4) — 3IE(X2)2

Nous savons que les cumulants classiques possedent déja une combinatoire intéressante.
Nous aurions pu penser que le monde ”free” était en fait le classique en remplagant E par 7
au regard de ko et k3. Mais ce n’est pas le cas, nous explorons en réalité une nouvelle théorie
appelée la théorie des variables aléatoires non commutatives. La combinatoire derriere les
free-cumulants est tres riche et peut également fournir une preuve du théoreme de Wigner.

De la méme fagon que les moments dans le monde commutatif définissent, sous certaines
conditions, la distribution de la variable aléatoire, on peut retrouver la distribution spectrale
limite p a partir des moments dans le monde des matrices aléatoires, définis comme 7(A™).
En effet, un développement montre tres facilement que

400 k
T(A")
(25> g(z) = Z k1
k=0
et on sait que la connaissance de g permet de retrouver p.

La combinatoire reliant les moments et les free cumulants peut étre résumée en quelque
sorte en la relation algebrique suivante.

Théoréme 2.
(26) Vz grand, g(z)[z — R(g(z))] =1
ou R est appelé la R-transformée de A définie comme la dérivée de Hp .

Nous ne donnerons pas de preuve de ce théoréme. Grace a cette relation, on pourrait
définir la R-transformée de A comme

(27) wpmme%:dm—;

ou la fonction g — z(g) est la fonction réciproque (si tant est qu’elle existe...) de z — g(z).

5. SOMME DE DEUX MATRICES SYMETRIQUES ALEATOIRES

Notre fonction H a été construite pour bien se comporter vis a vis d’une somme de matrices
aléatoires. Comme la dérivée est linéaire, R jouit de la méme propriété d’additivité. La section
précédente fournit alors une procédure algébrique particulierement rigolote pour trouver la
distribution spectrale limite d’'une somme de deux matrices invariantes par rotation A et B
qu’on notera C.

(1) Calculer ga(z) := limy  Tr((zIny — A)71) et gp(2).
(2) Inverser ga(z) et g(z) pour obtenir za et zg.

(3) Calculer Ra(g) := z(a)(9) — % et Rp(g).
(
(
(

4) Utiliser la relation Rc(g) = Ra(g) + RB(g) qui donne alors z¢(g) = Re(g) +

Q=

5) Résoudre I'équation z¢(g) = z pour z = gc(2).

)
)
)
)
)
)

6) Conclure avec

li I A—14
(28) po() = o0 IR 1),

s
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FIGURE 4. Spectre de A + B pour N = 1000.

Le premier exercice qu’on donne académiquement est le suivant. On prend deux matrices
orthogonales aléatoires O1 et Oz choisies uniformément dans Oy (R) (comme ce groupe
est compact, il est bien possible de faire cela) et on note D la matrice diagonale dont la
moitié des coefficients diagonaux vaut 1 et I'autre —1. On considére alors A := OTDO; et

B .= OQTDOQ. Concretement, on considere deux symétries orthogonales par rapport a un
sous-espace vectoriel de dimension % choisi aléatoirement. La question est alors la suivante :

quelle est la distribution spectrale limite de C := A + B lorsque N — oo ? En suivant la
procédure précédente qui consiste essentiellement a résoudre des équations polynomiales de
degré 2, vous pouvez montrer que les valeurs propres de C convergent vers la loi arcsin définie
comme

(29) p(A) = m/j_—v

pour A €] — 2,2[ et 0 ailleurs. Ce résultat est en accord avec les simulations (Figure [5)).
Lorsque IV est fini, il est impossible de calculer les valeurs propres de la somme de deux
matrices. Un miracle se produit dans la limite ”"haute-dimension” ou les choses deviennent
calculables et les formules relativement simples.

Cette théorie des g et des R-transformée permet également de répondre a la thématique
de la matrice Wigner pertubée par une matrice de rang symétrique de rang 1. Le cadre est le
suivant. On considére une matrice de Wigner M et un vecteur aléatoire u choisi uniformément
sur la sphere SV~ D’apres le théoreme de Wigner, on sait que la plus grande valeur propre
de M sera proche de 2 lorsque N — oco. Quand est-il de la plus grande valeur propre A de
la matrice

(30) M, = M + auu’

avec a un parametre réel positif ?
On peut lire dans [2] le résultat suivant vérifiée numériquement sur la figure

Théoréme 3.

(31) Ut {a

N—oo

2 sia<1
—1—% sia>1
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®  simulation

4.0 - M = a+ 1/a,a= max(a,1)
3.5 1
3.0 1
2.5 A
2.0
|P T T T
0 1 2 3 4
a

F1cUure 5. Chaque point correspond a la plus grande valeur propre d’une
seule réalisation de M, pour N = 200.

1.0
0.8
o 0.6 4
=
N—
>
0.4 1 °
°
°
0.2 1 simulation
° [vIu)? = max(1-a 2,0)
0.0 - . .
0 1 2 3 4
a

FiGURE 6. Chaque point correspond a l'overlap d’une seule réalisation de
M, pour N = 200.

Ainsi, lorsque a < 1, I'ajout de ce projecteur auu’ ne perturbe pas la plus grande valeur

propre de M. Lorsque a — oo, on s’attend & ce que auu’ domine et donc que \; vaille
approximativement a de vecteur propre u. C’est bien ce que la formule donne.

Une autre question intéressante est : a quel point le vecteur propre associé a A\; qu’on
notera ¢ est proche de u ? Les techniques de R-transformée donnent une formule de ce qu’on
appelle l'overlap (confirmée sur la ﬁgure dans la limite N — oo.

Théoréeme 4.

1
(32) el pagy —.
lell[lul] N=oo ™ a

On retrouve bien que lorsque a — 00, ¢ est u sont tres ”proches”. 1l est encore une fois
tout a fait remarquable que, dans la limite ”haute-dimension”, les formules soient aussi belles
et simples.
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FIGURE 7. Spectre complexe d’un Ginibre complexe de taille 1000 accom-
pagné du cercle unité.
6. MATRICES NON HERMITIENNES

Faisons maintenant un petit voyage au pays des matrices non-hermitiennes. Les valeurs
propres peuvent maintenant étre complexes. Le modele jouet des matrices non-hermitiennes
est la matrice Ginibre complexe définie de la maniére suivante.

Définition 3. On appelle un Ginibre complexe une matrice M de la forme

Mll M12 o e MIN

Mo My ... Moy
(33) M = ) ) ) }

Miny Moy ... Myn

ou M;; sont des variables aléatoires gaussiennes complexes indépendantes de moyenne de 0

et de variance %

Il est connu que la distribution des valeurs propres d’un Ginibre tend vers la distribution
uniforme du disque unité complexe lorsque la taille de la matrice tend vers I'infini. La figure
[6] confirme ce résultat théorique.

Le théoreme le plus connu concernant les matrices non-hermitiennes est le single ring
theorem ([3]), qui traite des matrices bi-invariantes, c’est-a-dire les matrices M telles que
UMYV et M suivent la méme loi pour toutes matrices unitaires U et V.

Théoréeme 5. Sous certaines conditions techniques, la distribution empirique des valeurs
propres d’une matrice bi-invariante converge en probabilité vers une mesure de support un
unique anneau lorsque la taille de la matrice tend vers l'infini.

Il est facile de voir que le spectre d’'une matrice bi-invariante est invariant par rotation.
Il est donc évident que la distribution limite devrait étre une union disjointe d’anneaux.
Ce théoreme affirme quelque chose de spectaculaire : il n’y a en réalité qu’un seul anneau.
Nous ne ’avons pas précisé, mais des formules relativement simples des rayons de I'anneau
existent bien. Le probleme des matrices bi-invariantes est donc bien compris. Qu’en est-il
de la théorie d’une somme de deux matrices non-hermitiennes ? Cela devient rapidement
compliqué de déterminer la véritable distribution des valeurs propres. Cependant, on peut
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F1GURE 8. Valeurs propres de A + B pour N = 3000 accompagnées d’un lemniscate.

espérer pouvoir calculer les bords des spectres complexes. Le théoreme suivant, présenté dans
Particle de physique [I], en donne un exemple.

Théoréme 6. Soit A une matrice déterministe et B un Ginibre complexe. Alors, le bord du
spectre complexe de A + 0B converge lorsque la taille des matrices tend vers I’infini vers la
courbe définie par les z € C tels que

1 1
34 lim —tr[(z— A)(z — A)*] ' = —.
(34 Jim Stz - A)(= - AT =
B Prenons A, la matrice diagonale dont la moitié des coefficients diagonaux valent 1 et
I'autre moitiée valent —1. En prenant o = 1, le théoréme précédent prédit alors que la bordure
du spectre complexe de A + B, avec B Ginibre complexe, sera un lemniscate, c¢’est-a-dire les
z tels que

(35) 122 +1 =122 - 1%

Un des miracles de la théorie des matrices aléatoires est que 1’algebre fait son apparition
trés naturellement. La procédure que nous avons décrite pour la somme de deux matrices
symétriques est tres algébrique. On retrouve ce phénomene ici pour le bord du spectre des
matrices aléatoires non hermitiennes.

7. CONCLUSION

Un des buts de ce document était de montrer qu’en plus de son champ d’applications
dans de multiples disciplines, la théorie des matrices aléatoires crée des liens entre différents
domaines des mathématiques. Elle commence par les probabilités, s’étend & la théorie des
nombres avec la fonction ¢, rencontre I’analyse complexe avec des subtilités de prolongement
analytique, explore la combinatoire avec les cumulants, et touche également a 1’algebre.
Elle a I’avantage indéniable d’avoir un coté tres visuel grace aux simulations informatiques,
permettant ainsi de vérifier des conjectures ou de se poser de nouvelles questions.
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