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1 Introduction
L’apprentissage automatique (machine learning) est un domaine à l’intersection des mathé-

matiques et de l’informatique, qui vise à développer des modèles capables d’exécuter une grande
variété de tâches en "apprenant" à partir d’un ensemble de données. Les applications des mo-
dèles d’apprentissage, ou réseaux de neurones, incluent la vision par ordinateur (reconnaissance
et classification d’images ou vidéos [39, 25], segmentation [68]), le traitement du langage naturel
(traduction de textes [63, 22], analyse syntaxique et classification [24, 41]), le traitement au-
dio [16], la prise de décision d’un agent artificiel dans un environnement [36, 11], et toutes les
tâches d’intelligence artificielle générative, du développement d’agents conversationnels comme
ChatGPT [51] à la génération d’images [30, 54] ou de vidéos hyper-réalistes [42].

L’apprentissage automatique connaît un essor remarquable à partir des années 2010, avec
l’émergence des données massives et l’augmentation des capacités de calcul, qui permettent
une amélioration spectaculaire de la performance des modèles [23, 39, 34, 59]. De nouvelles
architectures de modèles se développent, le perceptron multicouche [3, 35] laissant la place aux
réseaux de neurones convolutionnels [39] puis aux Transformers, introduits en 2017 par Vaswani
et al. [63], sur lesquels nous allons nous concentrer dans ce mémoire. Avant de présenter en détail
l’architecture des Transformers et les problèmes mathématiques que le fonctionnement de ces
réseaux de neurones soulève, rappelons brièvement le cadre général de l’apprentissage supervisé.

Le paradigme de l’apprentissage supervisé. L’apprentissage supervisé consiste à optimi-
ser les paramètres d’un modèle mathématique paramétrique pour mener à bien une tâche fixée.
Le modèle prend en entrée des données (images, texte, audio) et leur associe en général un réel,
qui donne une information sur ces données (par exemple, l’image contient-elle un visage ?). L’op-
timisation des paramètres se fait à l’aide d’un jeu de données d’entraînement, pour lesquelles on
a associé manuellement à chaque donnée la réponse attendue, appelée étiquette. Il s’agit alors
d’ajuster les paramètres du modèle pour que la fonction qu’il encode coïncide de façon satisfai-
sante sur les données d’entraînement avec la valeur de l’étiquette. Présentons le cas d’une tâche
de classification binaire : on veut trier des données en deux catégories, par exemple distinguer
des images de chien et de chat. On dispose de données d’entraînement étiquetées (xj , εj)1≤j≤N ,
avec xj ∈ Rd et εj ∈ {0, 1}. Les xj correspondent à différents points de données, par exemple
des images représentées par le vecteur de leurs pixels, et les ϵj donnent la classe de l’image xj

(donc chien ou chat). On choisit alors un modèle d’apprentissage particulier, c’est-à-dire une
famille paramétrique de fonctions fθ : Rd → {0, 1} paramétrées par un vecteur de paramètres
θ ∈ Rp, et l’on utilise un algorithme d’optimisation pour trouver des paramètres θ∗ minimisant
une fonction de coût L qui mesure l’écart entre les prédictions (fθ∗(xj))1≤j≤N et les étiquettes
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(εj)1≤j≤N . Une fonction de coût classique est l’écart quadratique régularisé

L(fθ, (xj , εj)1≤j≤N ) := 1
N

N∑
j=1

(fθ(xj) − εj)2 + |θ|2 ,

où |θ| désigne la norme euclidienne de θ. La minimisation en θ de L(fθ, (xj , εj)1≤j≤N ) se fait
par un algorithme dérivé de la descente de gradient. Nous renvoyons vers le livre de Bach et
Chizat [6] pour plus de précisions sur les questions d’optimisation en apprentissage automatique.
La phase d’optimisation de la fonction de coût est appelée entraînement du réseau. Les succès
empiriques des dix dernières années [39, 33, 63] ont montré que lorsque l’on dispose d’une très
grande quantité de données et que le modèle a une quantité encore plus importante de para-
mètres, les paramètres appris θ∗ ont de bonnes propriétés de généralisation, c’est-à-dire que si
(xN+1, εN+1) est une nouvelle donnée qui n’appartient pas au jeu de données d’entraînement, la
prédiction fθ∗(xN+1) sera proche de εN+1 en moyenne. L’étude statistique de la performance de
fθ∗ sur de nouvelles données fait l’objet de tout un pan de la théorie de l’apprentissage, appelée
apprentissage statistique. Nous renvoyons au cours de Sylvain Arlot [5] pour une introduction
complète aux principaux enjeux de ce domaine.

Les Transformers et l’auto-attention. Les Transformers sont des modèles d’apprentissage
très performants, introduits en 2017 par Vaswani et al. [63], et qui constituent aujourd’hui l’état
de l’art dans la plupart des tâches de traitement du langage naturel [18, 65, 1] comme de vision
par ordinateur [25] ou de traitement audio [16, 19]. L’architecture des Transformers a renou-
velé le paradigme traditionnel d’apprentissage en représentant chaque donnée (image, phrase,
enregistrement audio) non plus par un seul vecteur x ∈ Rd mais par une suite de vecteurs
(x1, . . . , xn) ∈ (Rd)n de longueur n fixe (pour le traitement d’images) ou variable (pour le trai-
tement de texte ou d’audio), appelés tokens. Les xi sont typiquement des fragments de l’image
x initiale, ou des fragments de mots de la phrase initiale – nous renvoyons à la Section 2 pour
plus de détails. Cette représentation multivectorielle est exploitée par une partie de l’architec-
ture des Transformers appelée auto-attention, qui permet de modéliser les dépendances entre
les tokens, donc entre les différentes parties d’une image ou les différents mots d’une phrase. Le
fonction d’auto-attention a pour paramètres deux matrices A, V ∈ Rd×d et est définie de la façon
suivante :

f : ∪n≥1 (Rd)n → ∪n≥1(Rd)n, X = (x1, . . . , xn) 7→ (f(X)1, . . . , f(X)n) (1)

où

f(X)i := V

n∑
j=1

Pijxj avec Pij := ex⊤
i A⊤xj /

n∑
k=1

ex⊤
i A⊤xk .

Les paramètres A et V sont appris lors de l’entraînement, de sorte que les produits scalaires
x⊤

i A⊤xj reflètent les liens existant entre les tokens (liens sémantiques par exemple, pour des
données textuelles). Les vecteurs de produits scalaires (x⊤

i A⊤xj)j pour 1 ≤ i ≤ n sont ensuite
transformés en vecteurs du simplexe Σn := {a ∈ [0, 1]n :

∑n
i=1 ai = 1} par la fonction softmax,

définie comme suit :

softmax :


Rn → Rn

(w1, . . . , wn) 7→
(

exp(wi)∑d

j=1
exp(wj)

)
1≤i≤n

.
(2)

Nous reviendrons sur la définition de l’attention dans la Section 2. L’attention est véritablement
centrale dans l’architecture des Transformers, car c’est la seule composante du modèle qui fait
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interagir les tokens entre eux. Les autres transformations appliquées par le modèle se font en
parallèle sur les différents tokens, et sont constituées d’une succession d’applications linéaires
et d’une non-linéarité fixée appliquée coordonnée par coordonnée. Notons enfin que la structure
d’un Transformer est organisée par couches : on compose la même fonction (qui constitue une
couche) un grand nombre de fois, avec des paramètres différents, ce qui augmente l’expressivité
du modèle, c’est-à-dire sa capacité à représenter des fonctions suffisamment complexes pour
répondre à la tâche demandée. Par exemple, le Transformer GPT-4, qui est utilisé dans l’agent
conversationnel ChatGPT [51], a 120 couches pour un total de 1012 paramètres.

Les principales questions ouvertes. L’architecture des Transformers, et en particulier la
définition de la self-attention, sont le résultat d’avancées empiriques successives, à l’image de
ce qui se fait en apprentissage profond. Cependant, de nombreuses questions restent ouvertes
pour avoir une meilleure compréhension théorique de ces modèles, et sont l’objet d’un champ de
recherche très actif.

• Optimisation : Peut-on justifier que l’entraînement des Transformers converge vers un
"bon" choix de paramètres ? Cette question est difficile car le paysage d’optimisation de
la fonction de coût d’un Transformer profond est fortement non convexe. Dans le cas des
Perceptrons à une couche cachée, qui comptent parmi les premiers modèles à avoir été
utilisés en apprentissage automatique [3, 35], des résultats ont été obtenus par Chizat et
Bach [15]. Le cas des Transformers est compliqué par la présence de la fonction d’attention,
et par son caractère de réseau profond, qui demande une analyse spécifique. Chen et al.
[14] font une étude de convergence de l’optimisation dans un cadre simplifié, mettant en
évidence différentes phases pendant l’entraînement.

• Robustesse : Les Transformers (entraînés) sont-ils robustes aux petites perturbations
des données (bruit, attaques dites adversariales pour tromper le réseau) ? Autrement dit,
peut-on faire varier beaucoup la sortie d’un réseau entraîné en perturbant très légèrement
l’entrée, de façon aléatoire ou au contraire, bien choisie ? Des études empiriques suggèrent
que les Transformers sont robustes au bruit naturel [52, 9] et aux perturbations adversariales
dans une certaine mesure [45]. Les analyses théoriques sont en revanche encore incomplètes,
se heurtant notamment à la difficulté d’analyser la robustesse de la composition d’un grand
nombre de couches (de l’ordre de 102 pour GPT-4). Des progrès récents ont cependant
été faits en ce qui concerne la robustesse du composant principal de l’architecture des
Transformers, l’auto-attention [37, 10] (voir Section 3).

• Parcimonie : Peut-on alléger l’architecture des Transformers tout en préservant leur per-
formance ? Les réseaux de neurones profonds sont en effet particulièrement énergivores à
entraîner, stocker et évaluer, et l’algorithme d’optimisation utilisé, appelé Adam [38], est
nettement plus complexe et coûteux computationnellement qu’une simple descente de gra-
dient stochastique. De nombreuses modifications de l’architecture des Transformers ont
été proposées pour pallier ces problèmes, par exemple une fonction d’auto-attention plus
efficace à évaluer [66], ou des Transformers dont les matrices de paramètres sont parcimo-
nieuses (i.e. ont seulement un petit nombre de coefficients non nuls) [58, 20].

• Explicabilité : Que "fait" un Transformer entraîné ? Cette question très générale consiste
à expliquer théoriquement des phénomènes observés empiriquement sur les Transformers.
On peut donner l’exemple des travaux de Geshkovski et al. [29, 28], qui expliquent théori-
quement le regroupement des tokens en amas lorsqu’ils passent à travers un Transformer
profond (voir Section 3). La branche d’étude de l’apprentissage contextuel (in-context lear-
ning) rentre également dans ce cadre, en s’intéressant aux mécanismes qui permettent au
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This is how GPT-3 tokenizes this sentence. 

Figure 1 – Visualisation des tokens avec la tokenisation de GPT-3 [50]. Les identifiants
des tokens correspondants sont : [1212, 318, 703, 402, 11571, 12, 18, 11241, 4340, 428, 6827, 13]. On
constate que le mot « tokenizes » ne figure pas dans l’alphabet des tokens, et qu’il est donc
subdivisé en deux tokens.

Figure 2 – Tokenisation d’une image suivant Dosovitskiy et al. [25].

Transformer de compléter des suites logiques de paires entrée-sortie associées à une tâche
donnée sur laquelle il n’a pas été entraîné [26, 56].

L’expressivité des Transformers, c’est-à-dire leur capacité à approcher des fonctions quelconques
(Rd)n → (Rd)n à support compact, est en revanche bien comprise [70], même si leur capacité
d’approximation vient essentiellement des perceptrons intégrés dans l’architecture (voir Section
2), plus que de l’auto-attention.

Penchons-nous à présent plus en détail sur l’architecture des Transformers.

2 L’architecture des Transformers
Il existe plusieurs variantes d’architectures Transformer, réparties en trois types : encodeur-

décodeur, encodeur seul et décodeur seul. Concentrons-nous sur l’architecture de Transformer
traditionnelle (encodeur-décodeur) telle qu’introduite dans l’article précurseur de Vaswani et
al. [63]. Le Transformer convertit chaque donnée d’entrée en une suite finie de vecteurs, que
nous appellerons séquence d’entrée, et renvoie une autre suite de vecteurs de même longueur, la
séquence de sortie. En fonction de la tâche effectuée, cette séquence de sortie est traitée ultérieu-
rement ; nous ne nous attarderons pas sur cette partie finale de l’architecture. L’architecture du
Transformer se compose des blocs suivants (voir la Figure 4 pour une vue d’ensemble).

Tokenisation. Les données brutes sont d’abord converties en une séquence d’unités gérables
(s1, . . . , sn), appelées tokens, appartenant à un alphabet de tokens adapté à la tâche à résoudre.
Pour les tâches de traitement du langage, les tokens correspondent à des mots ou fractions de
mots, ainsi qu’aux signes de ponctuation. Les débuts de phrase sont marqués par un token
particulier, noté <bos> (beginning of sentence). La figure 1 montre un exemple de tokenisation
d’une phrase par GPT-3 [50]. Dans les tâches de traitement d’images, l’image est divisée en
morceaux de taille fixe (voir la figure 2), et chaque morceau est traité comme un token.

Plongement et encodage positionnel. Une fois créée, la séquence de tokens (s1, . . . , sn)
est transformée en une séquence de vecteurs (τ1, . . . , τn) ∈ (Rd)n, via un encodage one-hot 1

1. Le principe de l’encodage one-hot est le suivant. On choisit un ordre sur l’alphabet des tokens, puis chaque
token est représenté par un vecteur de la forme (0, 0, . . . , 1, . . . , 0) de dimension égale à la taille de l’alphabet, où
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Figure 3 – Un exemple d’encodage positionnel pour 10 mots (lignes), avec une dimension de
plongement de 64 (colonnes), tel que défini dans Vaswani et al. [63]. Figure tirée de Alammar
[2].

si les tokens ne sont pas des vecteurs (par exemple en traitement du langage), puis avec un
plongement linéaire. Ensuite, un n-uplet (π1, . . . , πn), appelé encodage positionnel, qui peut être
appris ou fixé, est ajouté à (τ1, . . . , τn), pour incorporer l’information de l’ordre des vecteurs
τi dans la séquence d’entrée elle-même. Lorsqu’il n’est pas appris, l’encodage positionnel π est
généralement défini à l’aide de fonctions sinusoïdales, par exemple :

πi =



sin(ω1i)
cos(ω1i)
sin(ω2i)
cos(ω2i)

...
sin(ωd/2i)
cos(ωd/2i)


,

avec ωk = 10−8k/d pour 1 ≤ k ≤ d/2 dans l’article de Vaswani et al. [63] (voir Figure 3). L’idée
de l’encodage positionnel est d’incorporer l’information de l’ordre des τi directement dans la
séquence d’entrée, de sorte que le reste du modèle (en tout cas l’encodeur) puisse être équiva-
riant par permutation. Une fonction f : (Rd)n → (Rd)n est dite équivariante par permutation si,
pour toute permutation σ ∈ Sn, on a f(xσ(1), . . . , xσ(n)) = (f(x1, . . . , xn)σ(i))1≤i≤n. Le fait que
l’architecture de l’encodeur soit équivariante par permutation accélère considérablement l’ap-
prentissage.

Encodeur. Le résultat (x1, . . . , xn) := (τ1, . . . , τn) + (π1, . . . , πn) de l’étape précédente passe
ensuite à travers L couches avec la même structure, chacune composée de deux sous-couches :
un bloc d’auto-attention multi-tête et un perceptron multi-couches (MLP) à une couche cachée.
L’attention multi-tête a pour paramètres le nombre de têtes H (typiquement égal à 12), qui
doit être un diviseur de la dimension d’entrée d, et des matrices (A(h), V (h), W (h))1≤h≤H avec

le 1 est situé à la position du token dans l’alphabet.
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A(h) ∈ Rd×d, V (h) ∈ Rk×d et W (h) ∈ Rd×k, où k := d/H. Elle est définie de la façon suivante :

fMH :=
H∑

h=1
W (h)f (h),

où f (h) est la fonction d’attention associée aux paramètres A(h), V (h) (voir Equation (1), et
va donc de (Rd)n dans (Rd)n. Le MLP à une couche cachée a pour paramètres (U1, U2, b) ∈
Rν×d × Rd′×ν × Rν , et est défini par

g : x ∈ Rd 7→ U2σ (U1x + b)

où σ : R → R est une fonction non linéaire à choisir, par exemple la partie positive x 7→ max(0, x).
Il est appliqué en parallèle à chaque élément de la séquence.

Les deux sous-couches précédentes sont résiduelles, c’est-à-dire de la forme X 7→ X +
module(X) pour X = (x1, . . . , xn), où module indique fMH ou g, et sont suivies d’une opé-
ratio de normalisation, de la forme

LayerNormα,β : z ∈ Rd 7→ α

σz
(z − µz) + β,

avec µz = 1
d

∑d
j=1 zj la moyenne des coordonnées de z, et σz = 1

d

∑d
j=1(zj −µz)2 leur écart-type,

et α ∈ R et β ∈ Rd, la normalisation LN étant appliquée en parallèle à chaque élément de la
séquence. 2

Remarque 2.1. Les couches résiduelles, introduites dans les réseaux appelés ResNets [32], fa-
cilitent grandement l’optimisation des réseaux profonds, en évitant que le gradient tende vers
0 trop vite au cours de l’optimisation. Ce sujet est hors du champ de nos recherches. Notons
cependant que les réseaux résiduels (i.e. constitués de couches résiduelles) peuvent être modélisés
de façon naturelle par une équation différentielle ou une équation aux dérivées partielles dans la
limite d’un nombre de couches infini, ce qui donne accès à des outils puissants pour leur analyse
théorique (voir sous-section 3.2).

Décodeur. Soit (z1, . . . , zn) la sortie de l’encodeur. Le décodeur se compose de L couches
identiques. Sa structure est similaire à celle de l’encodeur, avec les différences suivantes. Pre-
mièrement, au lieu de traiter la séquence d’entrée comme le fait l’encodeur, le décodeur traite
itérativement ses propres tokens de sortie décalés vers la droite, en commençant par un token
de début de phrase (<bos>). Dans le cas d’une tâche de génération de texte, on peut voir ça
comme la construction mot à mot de la réponse du modèle, chaque nouveau mot dépendant des
précédents déjà renvoyés. En outre, l’auto-attention est appliquée de façon séquentielle : pour
chaque token traité par le décodeur, l’auto-attention est réalisée sur ce token par rapport à la
séquence d’entrée tronquée juste après le token en question. Ce processus est modélisé par ce
que l’on appelle l’auto-attention masquée, définie comme suit :

fm : X = (x1, . . . , xn) ∈ (Rd)n 7→ (fm(X)1, . . . , fm(X)n) ∈ (Rd)n

où
fm(X)i := f(x1, . . . , xi)i

avec f l’auto-attention classique 3. Enfin, une couche d’attention dite croisée est appliquée. Nous
n’en reparlerons pas dans ce qui suit ; nous renvoyons le lecteur ou la lectrice à l’article de
Alammar [2] pour une définition illustrée.

2. Les architectures utilisées aujourd’hui appliquent plutôt la normalisation juste avant d’appliquer fMH et g.

6



Opérations 
spécifiques au 

modèle

Sortie

Tokenisation

Auto-attention 
multi-tête

LayerNorm

MLP      

Plongement (τ1, …, τn)

(s1, …, sn)

Entrées 

L ×

LayerNorm

 Plongement

L ×

<bos> puis 
sorties 

successives du 
décodeur

Encodage 
positionnel 
(π1, …, πn)

Auto-attention 
multi-tête 
masquée

LayerNorm

Attention croisée 
multi-tête

MLP

LayerNorm

(z1, …, zn)

Encodage 
positionnel 
(π1, …, πn)

ENCODEUR

DECODEUR

LayerNorm

(x1, …, xn)

Figure 4 – Vue d’ensemble de l’architecture Transformer. Figure inspirée de Vaswani et al. [63].
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3 Directions de recherche
Mon travail en stage de M2 et préthèse s’est concentré sur deux aspects de la théorie des

Transformers.

3.1 Sur la régularité de l’auto-attention
Notre premier projet porte sur la régularité de l’auto-attention, et plus précisément sur sa

constante de Lipschitz
Lip(f) := sup

X ̸=Y

∥f(X) − f(Y )∥
∥X − Y ∥

où
∥X∥ :=

√ ∑
1≤i≤n

∑
1≤j≤d

X2
ij

pour X = (x1, . . . , xn) ∈ (Rd)n. En fait, l’auto-attention n’est pas globalement Lipschitzienne
[37], nous allons donc nous concentrer sur sa constante de Lipschitz restreinte au compact Bn

R,
où BR ⊂ Rd est la boule fermée de rayon R centrée en 0.

Pourquoi étudier la constante de Lipschitz ? L’étude de la Lipschitzianité des réseaux de
neurones est intéressante pour différents problèmes en apprentissage automatique [55]. Contrô-
ler la constante de Lipschitz d’un modèle d’apprentissage fournit des garanties de robustesse
au bruit et aux attaques adversariales [61, 17, 62, 4, 67], ce qui se comprend intuitivement
car la constante de Lipschitz détermine à quel point la sortie d’une fonction peut varier sous
l’effet d’une perturbation de l’entrée de norme fixée. Dans le même esprit, déterminer les pe-
tites perturbations induisant des variations particulièrement importantes de la sortie permet de
développer des stratégies de robustification, par exemple avec la méthode d’apprentissage par
exemples contradictoires [31, 46, 48, 40]. La constante de Lipschitz intervient également dans
des bornes de généralisation [60, 49, 7, 44], assurant que les réseaux très réguliers ont tendance
à bien généraliser (voir le paragraphe 1 pour une définition de la généralisation). Des réseaux de
neurones dont la constante de Lipschitz est contrainte lors de l’entraînement peuvent aussi être
utilisés pour faire de l’estimation de distance de Wasserstein [53], améliorer l’expressivité et la
performance des modèles d’apprentissage profond [47, 21], et construire des réseaux de neurones
inversibles [8, 13]. Enfin, déterminer la constante de Lipschitz d’un réseau de neurones est une
étape importante dans l’étude de l’équation différentielle neuronale associée [12], en particulier
de son caractère bien posé [43, 29, 27] (voir sous-section 3.2).

Deux formalismes différents de l’auto-attention. Nous avons déjà vu la définition de
l’auto-attention classique.

Définition 3.1 (Auto-attention). Soit A, V ∈ Rd×d. L’auto-attention de paramètres (A, V ) est
définie comme

f : ∪n≥1 (Rd)n → ∪n≥1(Rd)n, X = (x1, . . . , xn) 7→ (f(X)1, . . . , f(X)n) (3)

C’est ce qu’on appelle l’architecture pre-LayerNorm [69].
3. En pratique, on utilise l’attention masquée multi-tête, définie exactement sur le modèle de l’attention multi-

tête classique.
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où
f(X)i := V

n∑
j=1

Pijxj avec Pij := ex⊤
i A⊤xj /

n∑
k=1

ex⊤
i A⊤xk .

Cette définition peut être généralisée à l’espace P(BR) des mesures de probabilité à support
dans BR, du fait du caractère équivariant par permutation de l’auto-attention.

Définition 3.2 (Auto-attention généralisée). Soit A, V ∈ Rd×d. L’auto-attention généralisée de
paramètres (A, V ) est définie comme

F : µ ∈ P(BR) → (Γµ)♯µ ∈ P(BR)

avec
Γµ : x ∈ Rd 7→

∫
V y exp(x⊤A⊤y)dµ(y)∫

exp(x⊤A⊤y)dµ(y)
et où (Γµ)♯µ est la mesure image de µ par Γµ, défini ci-après. 4

Introduisons la notion de mesure image, qui intervient dans la définition de l’auto-attention
généralisée.

Définition 3.3 (Mesure image). Soit µ une mesure de probabilité sur BR et Γ: BR → BR une
fonction mesurable. La mesure image de µ par Γ, noté Γ♯µ, est la mesure de probabilité donnée
par

(Γ♯µ) (B) = µ(Γ−1(B))
pour tout borélien B ⊂ X , où Γ−1(B) = {x ∈ BR : Γ(x) ∈ B}.

On vérifie que l’auto-attention sur les mesures F coïncide avec l’auto-attention classique si
l’on représente chaque entrée (x1, . . . , xn) par la mesure de probabilité 1

n

∑n
i=1 δxi , où δx est la

masse de Dirac en x. Pour mesurer la constante de Lipschitz de l’auto-attention généralisée, on
munit l’espace P(BR) de la distance de Wasserstein 2.

Définition 3.4 (Distance de Wasserstein 2). Pour µ, ν ∈ P(BR), on définit la distance de
Wasserstein 2 entre µ et ν par

W2(µ, ν) =
(

inf
π∈Π(µ,ν)

∫
|x − y|2 dπ(x, y)

)1/2

où Π(µ, ν) est l’ensemble des couplages entre µ et ν, i.e. des mesures de probabilité π ∈ P(BR ×
BR) telles que

∫
π(·, y)dy = µ and

∫
π(x, ·)dx = ν.

Ce choix de distance assure la relation suivante entre la constante de Lipschitz euclidienne
de l’attention classique et la constante de Lipschitz Wasserstein de l’attention généralisée [10] :

Lip(f|Bn
R

) = Lip(F|Pn(BR)) ≤ Lip(F|P(BR)),

où Pn(BR) désigne l’ensemble des mesures de probabilité de la forme 1
n

∑n
i=1 xi avec x1, . . . , xn ∈

BR. Cette relation est cruciale pour pouvoir transposer à l’attention classique tout majorant
obtenu sur la constante de Lipschitz de l’attention généralisée. Et justement, contrairement au
cas discret classique, le formalisme de l’auto-attention généralisée donne accès à des outils de
transport optimal qui permettent une majoration de la constante de Lipschitz de l’attention qui
soit indépendante de la longueur n de la séquence d’entrée (voir paragraphe 3.1).

4. Intuitivement, la mesure image est obtenue en transportant chaque élément infinitésimal de masse de x vers
Γµ(x).
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État de l’art. Kim, Papamakarios et Mnih [37] montrent que l’auto-attention n’est pas glo-
balement Lipschitzienne en établissant un minorant sur la constante de Lipschitz de f restreinte
à Bn

R, minorant qui croît quadratiquement avec R. Pour gagner en régularité, ils définissent une
nouvelle version de l’auto-attention, appelée auto-attention L2, qui est globalement Lipschit-
zienne à longueur de séquence n fixée. Geshkovski et al. [29] et Vuckovic, Baratin et Combes [64]
montrent une majoration de la constante de Lipschitz de l’auto-attention généralisée sur P(BR)
pour la distance de Wasserstein 2, majoration qui croît exponentiellement avec R2. Le minorant
quadratique et le majorant exponentiel combinés fournissent donc une estimation très vague de
la constante de Lipschitz de l’auto-attention sur les ensembles compacts.

Contributions. Dans un article accepté à la conférence ICML 2024, nous présentons les résul-
tats nouveaux suivants. Tout d’abord, nous obtenons un majorant de la constante de Lipschitz
de l’auto-attention à longueur de séquence n fixée, et montrons l’optimalité de la borne en n
dans un certain régime de longueur de séquence.

Théorème 3.1. Soit A, V ∈ Rd×d. Soit R > 0 et n ∈ N∗. L’auto-attention f de paramètres
(A, V ) est Lipschitzienne sur Bn

R, et

Lip
(

f|Bn
R

)
≤

√
3 ∥V ∥2

(
∥A∥2

2 R4(4n + 1) + n
)1/2

.

De plus, soit γ1 ≥ · · · ≥ γδ les valeurs propres réelles de A. En notant γ := max(−γδ, γ1/8), on
a

Lip(f|Bn
R

) ≥ 1
1 + (n − 1)e−2R2γ

√
n − 1.

L’on voit que lorsque n est trop grand, le majorant donné par le Théorème 3.1 n’est plus op-
timal, car le minorant ne croît plus comme

√
n. Pire, le majorant tend vers +∞ quand n → +∞,

ce qui ne devrait pas être le cas car l’auto-attention généralisée est globalement Lipschitzienne
sur P(BR) [29]. Il convient alors de compléter le Théorème 3.1 par une borne sur la constante
de Lipschitz de l’attention généralisée.

Théorème 3.2. Soit R > 0 et A, V ∈ Rk×d. L’auto-attention généralisée F de paramètres
(A, V ) est W2-Lipschitzienne sur P(BR), et

LipW2(F|P(BR)) ≤ ∥V ∥2 (1 + 3 ∥A∥2 R2)e2∥A∥2R2
.

De plus, en supposant que V = Id, et n ∼R→+∞ e2γR2 , il existe une fonction θ : [0, +∞[→ [0, +∞[
telle que θ(R) →R→+∞ 1 et

Lip(f|Bn
R

) ≥ θ(R)γ

2 R2eγR2
.

Le Théorème 3.2 montre que la dépendance de la constante de Lipschitz de l’attention en R est
catastrophique pour de grandes longueurs de séquence. Heureusement, dans le régime pratique,
c’est-à-dire avec de vraies données, c’est plutôt le Théorème 3.1 qui s’applique. Nous avons
confirmé cette observation par des expériences numériques, qui montrent que la constante de
Lipschitz locale de l’auto-attention 5 croît effectivement comme

√
n dans le pire des cas (deuxième

ligne de la Figure 5). Le numérique nous apprend également que la constante de Lipschitz locale
de vraies données croît avec n, non pas comme une racine mais plutôt comme n1/4 (première
ligne de la Figure 5).

5. La constante de Lipschitz locale de l’auto-attention en X ∈ (Rd)n est définie par la norme d’opérateur
∥DXf∥2 de la différentielle de f en X.
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Figure 5 – Représentation de la constante de Lipschitz locale de l’auto-attention (colonne 1) et
de l’auto-attention masquée (colonnes 2 et 3) sur de vraies données textuelles (première ligne)
et des données adversariales (deuxième ligne) en fonction de la longueur de séquence n. Les
deux premières colonnes correspondent à deux modèles BERT [24] pré-entraînés différents : un
encodeur et un décodeur, sur le même jeu de données Alice in Wonderland, respectivement pour
les couches d’attention 0 et 6. La troisième colonne est obtenue avec la sixième couche d’auto-
attention masquée de GPT-2 initialisé aléatoirement, sur l’ensemble de données AG_NEWS.

Remarque 3.5. Nos résultats mettent en évidence la difficulté de définir des couches d’attention
qui soient 1-Lipschitziennes (ce qui serait souhaitable pour plusieurs applications, voir paragraphe
3.1). En effet, la méthode simple consistant à rajouter un préfacteur devant l’attention corres-
pondant au majorant du Théorème 3.2, ou du Théorème 3.1 à condition de borner les longueurs
de séquence autorisées, induirait une grande perte d’expressivité sur les entrées ayant une plus
petite longueur de séquence.

3.2 Modéliser le Transformer par une équation aux dérivées partielles
Nous avons commencé un deuxième projet lié à la modélisation de l’architecture Transfor-

mer par une équation aux dérivées partielles sur les mesures de probabilité. Cette approche
est naturelle une fois que l’on a introduit l’auto-attention généralisée, puisque l’architecture du
Transformer est résiduelle (voir Section 2). En se restreignant à l’encodeur et en supprimant les
MLP intercalés entre les couches d’attention ainsi que l’opération de normalisation, on peut voir
un Transformer infiniment profond comme l’action de l’équation aux dérivées partielles suivante :

∂tµ + div(µΓµ) = 0, (4)

avec les notations de la Définition 3.2. Cette idée a été introduite par Sander et al. [57] sur le
modèle des ResNets [13], et approfondie par Geshkovski et al. [29]. En particulier, Geshkovski
et al. [29] étudient la dynamique des solutions de l’équation (4) associées à des conditions initiales
discrètes 1

n

∑n
i=1 δxi(0), et montrent que si l’on renormalise les xi(t) de la façon suivante :

zi(t) := e−tV xi(t),

on observe un regroupement en amas des zi quand t → +∞. Cette renormalisation fait écho
à l’opération de normalisation LayerNorm présente dans l’architecture des Transformers. Dans
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un deuxième article, les auteurs ajoutent l’action de LayerNorm à leur équation aux dérivées
partielles, obtenant une EDP sur la sphère dont ils analysent à nouveau la dynamique [27].

Contributions. Nous nous sommes concentrés sur la démonstration du caractère bien posé de
l’équation (4) dans le cas d’une condition initiale à support compact puis d’une condition initiale
gaussienne, pour différentes variantes de l’auto-attention : l’attention classique, l’attention L2
[37] et l’attention Sinkformer [57], associées aux champs de vitesse suivants.

Définition 3.6. Soit d ∈ N∗ et Q, K, V ∈ Rd×d. Soit aussi µ ∈ Pc(Rd) une mesure de pro-
babilité à support compact. On considère les champs de vitesse suivants associés à µ, chacun
correspondant à une variante différente de l’auto-attention.

• Le champ de vitesses associé à l’auto-attention classique est défini par

Γ(trad)
µ : x ∈ Rd 7→

∫
V y e⟨Ax,y⟩dµ(y)∫

e⟨Ax,y⟩dµ(y)
,

où A := K⊤Q/
√

d.
• Le champ de vitesses associé à l’auto-attention L2 est défini par

Γ(L2)
µ : x ∈ Rd 7→

∫
V y e−|Qx−Ky|2dµ(y)∫

e−|Qx−Ky|2dµ(y)
.

• Le champ de vitesses associé à l’auto-attention Sinkformer est défini par

Γ(sink)
µ : x ∈ Rd 7→

∫
V y k∞(x, y)dµ(y)

où k∞ s’obtient en appliquant l’algorithme de Sinkhorn-Knopp à k0(x, y) := e−|Qx−Ky|2 ,
i.e. k∞(x, y) est la limite des itérations suivantes :

kℓ+1(x, y) =


kℓ(x,y)∫

kℓ(x,y′)dµ(y′)
si ℓ est pair,

kℓ(x,y)∫
kℓ(x′,y)dµ(x′)

si ℓ est impair.
(5)

Lorsque la condition initiale est à support compact, nous montrons que les trois types d’at-
tention induisent une EDP bien posée.

Théorème 3.3. Soit d ∈ N∗. Soit Q, K, V : [0, +∞) → Rd×d continues, modélisant l’évolution
des paramètres Q, K, V à travers les couches du Transformer. Soit µ0 ∈ Pc(Rd) une condition
initiale à support compact. Alors, pour tout choix de Γ ∈ {Γ(trad), Γ(L2), Γ(sink)}, et en notant
Γµ(t) := Γµ(t) le champ de vitesses associé aux paramètres Q(t), K(t), V (t), l’équation aux déri-
vées partielles

∂tµ + div(µΓµ) = 0 (6)
associée à la condition initiale µ(0) = µ0 a une unique solution globale µ ∈ C([0, +∞), P(Rd)),
où P(Rd) est équipé de la distance de Wasserstein W2. De plus, soit R0 le plus petit rayon tel
que Supp µ0 ⊂ BR0 , et notons

R(t) := e

∫ t

0
∥V (s)∥2ds

R0

pour t ≥ 0. Alors, la solution µ vérifie

Supp µ(t) ⊂ BR(t)
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pour tout t ≥ 0. Enfin, on a une estimée de stabilité de la forme suivante. Pour tout R0 > 0
et T > 0, il existe une constante C(T, R0) ne dépendant que de T et R0 (et du choix de Γµ),
telle que pour toutes conditions initiales µ0 et ν0 supportées dans BR0 , et en notant µ et ν les
solutions gloables associées de l’équation (6), on a

Wp(µ(t), ν(t)) ≤ C(T, R0)Wp(µ0, ν0).

Le cas d’une condition initiale gaussienne, bien qu’assez éloigné de tout questionnement pra-
tique, offre un cadre théorique intéressant car pour les trois types d’attention ci-dessus, la solution
de l’équation (4) reste gaussienne pour tout temps, et induit une équation différentielle matricielle
sur la covariance qui peut être analysée théoriquement et numériquement. Nous ne détaillons pas
cette partie du projet, qui est encore en cours.

Soulignons enfin que la modélisation de l’architecture Transformer par une équation aux
dérivées partielles offre des perspectives intéressantes pour mieux comprendre l’optimisation des
Transformers, suivant une approche semblable à celle de Chizat et Bach [15]. Cette piste pourrait
être l’objectif à long terme de ma thèse.
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