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INTRODUCTION

Ce document est consacré a I'étude de la rigidité différentiable pour une classe
importante de systémes dynamiques : les difféomorphismes d’Anosov sur le tore T™.

Précisons le probléme. Il est bien connu, via une application du théoréme du
point fixe de Lefschetz, que tout difféomorphisme d’Anosov sur le tore est topolo-
giquement conjugué & un automorphisme linéaire :

Théoréme 0.1 (Rigidité topologique). Tout difféomorphisme d’Anosov de T™ est
topologiquement conjugué a un automorphisme linéaire de T™.

Nous nous intéressons ici aux conditions sous lesquelles cette conjugaison peut
étre améliorée en une conjugaison différentiable, c’est-a-dire de classe C", en parti-
culier C'.

En 1993, E. Ghys a motivé cette question dans [Ghysl], ou il classe les difféo-
morphismes d’Anosov de T? dont les distributions stable et instable sont de classe
c2.

Nous ne supposerons pas ici que notre difféomorphisme d’Anosov préserve une
forme quelconque. Notons néanmoins qu’il existe de nombreux résultats dans ce
cadre particulier, notamment sur T? dés 1968 dans [Avez], et sur T* en 1991 dans
[FlaKat].

Une obstruction naturelle a la différentiabilité de la conjugaison est donnée par
les points périodiques. Soit 2 un point périodique de f, c’est-a-dire fP(x) = x. Alors
gP(h(x)) = h(x), et si h était différentiable, on aurait :

Df?(x) = (Dh(x))~' Dg (h(x)) Dh(x),



autrement dit D fP(x) et DgP(h(z)) sont conjugués. On en déduit que chaque
point périodique porte une obstruction au lissage de la conjugaison : il définit un
module de conjugaison C!-différentiable.

Supposons maintenant que pour tout point périodique x, fP(x) = z, les différen-
tiels des applications de retour DfP(z) et Dg?(h(x)) soient conjugués. Autrement
dit, les données périodiques de f et g coincident.

La question se pose alors : si les données périodiques coincident, la conjugaison
h est-elle nécessairement différentiable ?

Une réponse positive pour les difféomorphismes d’Anosov du tore T2 a été ap-
portée dans [LMM, L]. De la Llave [L] a en revanche montré que la réponse est
négative pour les diffeomorphismes d’Anosov de T, lorsque d > 4. Dans le cas de
T3, une réponse positive a été obtenue par Andrey Gogolev et Misha Guysinsky
dans [GoGul.

Dans ce document, nous présenterons le résultat initial de E. Ghys, puis propo-
serons un cadre géométrique motivé pour tenter de généraliser son approche au cas
du tore T™, pour n > 3 ou la question est largement ouverte.

En premiére section, nous présentons les rudiments de Dynamique hyperbolique.

En deuxiéme section nous présentons les idées de la preuve de [Ghysl|. Nous
constatons alors qu’il est naturel de se concentrer sur les propriétés géométriques
des feuilletages stable et instable associés & un difféomorphisme d’Anosov.

En troisiéme section nous présentons [BRU] qui introduit le groupe des poly-
noémes sous-résonnants qui sera le bon modéle pour les structures géométriques sur
les variétés stables et instables des difféomorphismes d’Anosov. On y construit des
(G, X)- structures explicites sur les variétés de Hopf. Notre raisonement améne a
une nouvelle preuve du classique théoréme de Poincaré Dulac en analyse complexe.

En quatriéme section, nous présetons une généralisation de Gromov des (G, X)-
structures. Nous évoquons [KaGU], [Fe] and [BEFH] ou sont construites des struc-
tures géométriques dépendant continument du point sur les variétés stables sous
certaines conditions topologiques.

1. DYNAMIQUE HYPERBOLIQUE

Dans cette section, nous présentons les bases de la dynamique des difféomor-
phismes d’Anosov et certains développements plus récents. Les détails des résultats
évoqués ici sont largement contenus dans [StBr]

1.1. Hyperbolicité.

Définition 1.1. Soit A € GL,(R), ou GL,(R) désigne ’ensemble des matrices
inversibles n x n a coefficients réels. On dit que A est une matrice hyperbolique si
toutes ses valeurs propres A; € C satisfont |A;] # 1. Une valeur propre \; est dite
contractante si |A\;| < 1, ou expansive si |A\;] > 1. De méme, une matrice A est
dite contractante (resp. expansive) si toutes ses valeurs propres sont contractantes
(resp. expansives).

Remarque 1.2. (1) Toute matrice A € GL,(R) définit un difféomorphisme lisse
de R™.

(2) L’ensemble des matrices hyperboliques est un ouvert dense de GL,,(R).

(3) Deux matrices hyperboliques conjuguées ont les mémes valeurs propres.

Soit A € GL,,(R) une matrice hyperbolique. On peut écrire R” = E* & E*, ou
E® et E“ sont les sous-espaces invariants de A associés respectivement aux valeurs



propres contractantes et expansives. Ainsi, A est contractante sur E*® et expansive
sur B,

Considérons maintenant A € GL,(Z), c’est-a-dire une matrice & coefficients
entiers et de déterminant +1. Alors A est encore un difféeomorphisme de R"”, et
A(Z™) = Z™. En passant au quotient, A induit une application

A:zx+ 7" — A(z) + 2"

sur le tore T = R™/Z™.
On généralise ensuite la notion d’hyperbolicité a des difféomorphismes sur des
variétés compactes.

Définition 1.3. Soit M une variété compacte. On dit qu’un sous-ensemble fermé
invariant A C M est hyperbolique si, pour tout & € A, il existe une décomposition
T, M = E; ® E} telle que

dfe(E) = Ef,y et dfo(EY) = Ef ),
et il existe des constantes ¢ > 0 et A € (0, 1) telles que pour tout n >0 :
ldfz ()] < eA™[Jv]| siv e EZ,
ldf " ()| < eA™[lo]| - siv e Ey.

Cette définition peut aussi s’énoncer comme une décomposition du fibré tangent
TM = E®* @& E" en sous-fibrés invariants.

Théoréme 1.4. Si A € GL,(Z) est une matrice hyperbolique, alors T™ est hyper-
bolique relativement a A : T" — T™ au sens de la définition 1.3

Démonstration. L’espace R™ est hyperbolique pour A au sens de la définition
1.3. On peut donc considérer une décomposition R* = EJ @ EY. Comme ’espace
tangent de R™ s’identifie naturellement & R™ en tout point, cette décomposition
passe au quotient pour donner une décomposition du fibré tangent du tore T", ce
qui établit I’hyperbolicité de A. ([

Les difféomorphismes induits par de telles matrices sont appelés automorphismes
hyperboliques du tore. Ils possédent les propriétés dynamiques suivantes :

Proposition 1.5. Si A est un automorphisme hyperbolique du tore T™, n > 2,
alors :

(1) L’ensemble des points périodiques Per(A) est dense dans T™.
(2) Le nombre de points fires de A est donné par |det(A — I)].
(8) Le nombre de points de période n est donné par | det(A™ — I)].

Démonstration. (1) Soit p € T™ un point rationnel, de la forme (%1, ey %”)

Comme A envoie un point rationnel sur un point rationnel, et qu’il y a un
nombre fini de tels points modulo Z™, I'orbite de p est finie. Donc tous les

points rationnels sont périodiques, et comme ils sont denses, Per(A) est dense.

(2) Un point x est fixe si (A — I)z € Z"™. Le nombre de tels points est donné par
| det(A — I)].
(3) De méme, les points de période n sont les points fixes de g”, et sont comptés
par |det(A™ — I)|.
O



1.2. Difféomorphismes d’Anosov.

Définition 1.6. Un difféeomorphisme f d’une variété riemannienne lisse et com-
pacte est dit d’Anosov si M est hyperbolique.

Lemme 1.7. Tout difféomorphisme d’Anosov admet une métrique adaptée || - ||
telle que ¢ =1 dans la Définition 1.3

Pour simplifier, nous utiliserons désormais une métrique adaptée. Etant donné
que les systémes d’Anosov impliquent des contractions et des dilatations, il est
naturel de tenter de classifier le comportement des orbites de f. Nous commencons
par décrire les ensembles de points dont les orbites restent proches de I'orbite d’un
point donné =x.

Définition 1.8. Etant donné z € M et € > 0 et un diffeomorphisme d’Anosov f,
on définit :

(L1) W2 () = {y € M | d(f"(@), f*(y)) < &, ¥n > 0}
(1.2) W(x) = {y € M | d(f " (x), f "(y)) < =, ¥n > 0}
(13) Wi(e) = {y € M| lim_d(f"(x), f"(4)) = 0}

(1.4) Wh(a) = {y € M| Jim d(f~"(x), f"(y)) = 0}

On appelle W2 (z) et W¥(x) les variétés stable et instable e-locales de x respec-
tivement. De méme, W¥(z) et W"(z) sont appelées les variétés stable et instable
de z.

Afin de comprendre le comportement d’un difféomorphisme d’Anosov f sur ces
ensembles et de justifier leur appellation de variétés, le théoréme suivant est central.

Théoréme 1.9 (de la variété stable). Soit f un difféomorphisme C" et A un
ensemble hyperbolique pour f. Pour x € A et € > 0 suffisamment petit :
— d(f™(z), ["(y)) < A"d(x,y) lorsque y € W2(z), et d(f"(x), f"(y)) <
Ad(x,y) lorsque y € WH(x), pour tout n > 0;
— W2 (x) est une sous-variété C" immergée pour x € A telle que T, W7 (x) = EJ
ou o =S,u;
— W2 (x) varie contindment avec x, o o = 8, u.

Le corollaire suivant établit le lien entre les variétés e-(in)stables et les variétés
(in)stables globales.

Corollaire 1.10. Pour un difféomorphisme f, un ensemble hyperbolique A, et x €
A comme dans le Théoréme 1.9 :

(1.5) We(z) = | FWE(f" ()
(1.6) Wh(z) = J F (W ()
n>0

Démonstration. On a W7(z) C W?(x) par le Théoréme 1.9. Ensuite, si y €
W#(x), il existe N tel que :

y € {z [d(f"(2),f"(2)) <e, Vn > N} = {z | f¥(z) € W2(f"(2))}.
Donc y € f~N(W2(fV(z))). Le cas instable est similaire. O



Les variétés stable et instable sont des outils remarquables, indispensables dans la
démonstration de nombreuses propriétés des difféomorphismes d’Anosov. Au-dela
de leur réle fondamental dans les preuves, elles permettent également de mettre
en évidence une structure locale en produit pour un difféomorphisme agissant sur
notre variété M.

Lemme 1.11. Supposons que f est un difféomorphisme d’Anosov. Pour ¢ > 0
suffisamment petit, il existe § > 0 tel que pour tout x,y € M vérifiant d(x,y) <
J§, lVintersection W2 (x) N WX(y) contient un unique point [x,y] € M. De plus,
Uapplication

[]: Q) xQ(f) = M

est continue.

Démonstration. Puisque les sous-variétés W2 (x) et W (y) sont transverses, leur
intersection est un unique point qui varie continiiment avec x et y. ([l

Théoréme 1.12 (décomposition spectrale). Soit f un difféomorphisme d’Anosov.
On peut écrire ’ensemble non errant de f comme une réunion finie :

Q(f) = A1 UA, U---UA,,

ot chaque A; est un ensemble fermé et f-invariant tel que :
— la restriction f|a, est topologiquement transitive ;
— A =X 1U---UX;p, ot les X, ; sont deuz ¢ deux disjoints, f(X; ;) = X; j+1
(les indices sont pris modulo n;), et f|x, ; est topologiquement mélangeant.

Le théoréme de décomposition spectrale affirme que si f est un difféomorphisme
d’Anosov d’une variété M, alors M est, d’'une certaine maniére, décomposée par
la dynamique de f. Cette observation souléve naturellement deux questions fon-
damentales : quels types de décompositions peuvent émerger selon le théoréme
1.12, et surtout, quelles sont les variétés qui admettent de telles décompositions,
c’est-a~dire, quelles variétés peuvent admettre un difféomorphisme d’Anosov ? Cette
derniére question est particuliérement subtile et toujours largement ouverte. Cer-
tains exemples permettent déja d’identifier des variétés qui ne peuvent en aucun
cas admettre de tels diffeomorphismes.

Proposition 2.19. Il n’existe pas de difféomorphismes d’Anosov sur la sphére
de dimension n.

En plus de la question des variétés qui admettent des difféomorphismes d’Anosov,
on peut aussi s’interroger sur les propriétés de stabilité de ces difféeomorphismes. Au-
trement dit, est-ce que les difféomorphismes d’Anosov sont topologiquement conju-
gués a leurs perturbations? Il existe plusieurs théorémes utiles pour répondre a
ces questions. En particulier, nous avons le lemme de poursuite d’Anosov (Anosov
Shadowing Lemma), qui décrit les orbites des difféomorphismes d’Anosov.

Définition 1.13. Etant donnée une suite finie 7 = {x;}?__ ot a, b sont des entiers,
on dit que T est une §-pseudo-orbite de f si

(1.7) d(f(z;),xi41) <6, pour tout ¢ € [a,b—1).
Un point € M est dit e-suiveur (ou e-shadowing) de T si
(1.8) d(f'(z),z;) <e, pour tout i € [a,b].

Théoréme 1.14. Lemme de poursuite d’Anosov Supposons que f est un difféo-
morphisme d’Anosov. Alors, pour tout € > 0, il existe un 6 > 0 tel que toute
d-pseudo-orbite de f dans Q est e-suivie par un certain point x € ), c’est-a-dire
que toute pseudo-orbite suffisamment proche de f dans  peut étre approximée ar-
bitrairement bien par une orbite réelle de f.



Ce théoréme reste valable dans le cas de pseudo-orbites infinies (@ = —oo, b =
00). Un corollaire immédiat de ce résultat concerne les points périodiques dans €.

Corollaire 1.15. Etant donnée > 0, il existe § > 0 tel que, siz € Q et d(f™(x),x) <
0 pour un certain n € N, alors il existe un point x* € Q de période n tel que :

(1.9) d(f*(x), f¥(z*)) <e, pour tout k € {0,1,...,n}.

Cela signifie que toute orbite presque périodique de f peut étre approchée par
une orbite périodique réelle, située & proximité. Ce résultat impose une contrainte
particuliérement forte sur la dynamique des difféomorphismes d’Anosov, ce qui
renforce encore 'intérét de la question de leur classification.

Enoncons enfin un théoréme fondamental sur les diffeomorphismes d’Anosov.

Théoréme 1.16. (les Anosov sont structurellement stable).

Soit f un difféomorphisme d’Anosov d’une variété compacte M. Pour tout g suf-
fisamment proche de f dans Diff (M), on peut trouver une conjugaison topologique
entre f et g.

Terminons par voir le point de vue feuilletage des difféomorphismes d’Anosov.

Définition 1.17. Soit M une variété lisse. Un feuilletage F de M est donné par
un recouvrement ouvert {F(x)}zenr tel que chaque F(z) soit une sous-variété im-
mergée lisse de M de dimension fixe. On appelle feuilles de F les éléments du
feuilletage.

Dans le cas d’un difféomorphisme d’Anosov, on peut définir les ensembles sui-
vants :

(3.37) Fo={We(a) |z e M}, FU={W%xz)|ze M)

D’aprés le théoréme 1.9, le fibré tangent se décompose de maniére continue. Par
ailleurs, chaque variété stable (resp. instable) W*(z) (resp. W*(x)) est une sous-
variété immergée de M, ce qui implique que F* et F* sont des feuilletages, appelés
respectivement feuilletage stable et feuilletage instable. On appelle les éléments de
F* et FU les feuilles stables et feuilles instables.

2. RIGIDITE DIFFERENTIABLE SUR T2

Dans cette section, nous présentons le travail fondateur de ce texte. Ghys dé-
montre la rigidité différentiable des diffeomorphismes d’Anosov du tore T? dans
[Ghysl1]. Nous présentons les arguments principaux de sa preuve.

2.1. Dérivée logarithmique. Soit I une variété de dimension 1 (éventuellement &
bord) munie d’une structure affine (cf section (G, X)— structures). Cela signifie que
I est recouverte par des ouverts U; et que 'on dispose de difféomorphismes f; de U;
sur un intervalle de R, de telle sorte que les changements de cartes f; o f;l soient
des restrictions de difféomorphismes affines de R a leurs domaines de définition.
Soit maintenant J une autre variété affine de dimension 1 et f : I — J un difféo-
morphisme non nécessairement affine, de classe C" (r > 2 ). Si g est un point de I
et si on choisit des cartes aflines aux voisinages de zg et f(xq), le difféeomorphisme
f peut étre considéré comme un difféomorphisme entre deux ouverts de R. On peut
alors construire la forme différentielle sur I définie dans ces coordonnées par :

f//

n(f) = I

Il est immédiat que n(f) ne dépend que de f et pas des choix des cartes affines
utilisées pour la définir.

dr.



Nous résumons quelques propriétés de cette forme dans la

Proposition 2.1.  — n(f) est identiqguement nulle si et seulement si f est un
difféomorphisme affine.
— Sif:1—Jetg:J— K sont deuz difféomorphismes entre variétés affines,
on a
n(go f) = Fnlg) +n(f).
— En particulier, si hy : I — I' et hy : J — J' sont des difféomorphismes
affines entre variétés affines, on a

n(hz o f o hy') = hin(f).
Démonstration. = — Pour le deuxiéme point, considérons la composition g o f.
On utilise la régle de dérivation des fonctions composées pour calculer (go f)’
t (go f)  enx:
(9o f)(z)=g'(f(2))f (z)
et
(g0 f)"(x) = ¢"(f(@)(f' () +g'(f(2)) " ().

Nous avons donc n(go f) :

n(go f) =
En remplagant les expressions d

9" (f () (' (x))

(g0 1) (2)
(Go fy@)"
(go f) et (go f)”, on obtient :

+9(f@)f"(=) .

Z.
(¢]

g
g

Moel)= 7] (@)
Cette expression se simplifie en :
N )
"0 D = g T O i

Donc :
n(go f) = f*n(g) +n(f).

— Pour le troisiéme point, comme h; et ho sont affines, on a n(h;) = 0 et
n(hs) = 0. En appliquant le deuxiéme point pour la composition hgo fo hfl,
on a :

n(hzo fohit) = (hy')"n(f) = hin(f)
[l

Si I est une variété affine et si a est une 1-forme différentielle de classe C” (
0 <r < o0 ), équation n(f) = « a des solutions locales f : I’ — R affines sur des
intervalles I’ C I et deux solutions difféerent d’une application affine. Ainsi :

Proposition 2.2. Si I est affine, il y a bijection naturelle entre les (autres) struc-
tures affines sur I de classe C"2(r > 0) sur I et les 1-formes différentielles sur I
de classe C".

Nous n’avons défini n(f) que lorsque f est de classe C2. Il est cependant facile
d’affaiblir 1égérement cette condition. Nous conviendrons de dire qu'un difféomor-
phisme entre deux ouverts de R est de classe C'! si sa différentielle est localement
lipschitzienne. Si f : I — J est de classe C1'!, on peut encore définir n(f) qui
est alors une 1-forme mesurable, définie presque partout, localement bornée. Les
propriétés de la proposition 2.1 restent valides.

2.2. Structures géométriques. Nous présentons ici la notion de (G, X)-structure.
Plus de détails sont disponibles dans [Bergeron].



2.2.1. Géométries. Nous introduisons la notion de géométrie. Nous utiliserons la

Définition 2.3. Soit X une variété connexe. On dit d’un groupe d’homéomor-
phismes G de X qu’il opére analytiquement si
Yg1,92 € G, g1 = g2 sur un ouvert non vide U C X = ¢1 = ¢o.
Il est important de remarquer que ce n’est pas la définition classique d’action

analytique ou nous demandons ’analycité des homéomorphismes. Nous adoptons
néanmoins le point de vue historique d’Ehresmann.

Définition 2.4. Une géométrie est la donnée d’un couple (G, X) ou X est une
variété lisse et G un groupe de Lie qui agit sur X par difféeomorphismes de maniére
fidele, transitive et analytique.

Nous développons un exemple trés classique, celui de la géoémtrie euclidienne.
Soit m > 1, nous noterons || - || la norme euclidienne sur R"™. Nous noterons d la
distance euclidienne associée :

R" x R" 45 R
(z,y) = llz —yll

Définition 2.5. Nous appelons isométrie de R™ toute application f : R™ — R”
telle que :

Voe,y € R™ , d(f(z), f(y) = d(z,y).

Il est clair que les translations et les automorphismes orthogonaux de R™ sont
des isométries. Soit alors f une isométrie de R™ fixant origine; f préserve les
géodésiques qui sont les droites dans la cas de R™. Par isométrie, il en découle que
f envoie une droite sur une droite paralléle a cette derniére. Finalement, f envoie
un parallélogramme sur un autre et il en découle que

Ve,y e R" ,  flz+y) = f(z)+ f(y).
Par récurrence sur la relation précédente, nous avons
VneN,Vx e R" |  f(nz)=nf(x).
Smt alors (p,q) € Z x N*, nous avons en utilisant plusieurs fois la derniére relation,
Pf(e)="Lf (g ) =nf (%) = (). 0 sensuit
Va e Q,Vx e R" |  f(ax)=af(x).

Finalement, en remarquant que f est continue et par densité de Q dans R, nous
pouvons conclure que f est linéaire. Nous venons alors de démontrer le

Lemme 2.6. Toute isométrie de R™ fizant l’origine est un automorphisme ortho-
gonal.

Soit maintenant g une isométrie de R™. Nous notons ¢ := ¢(0). Il existe donc une
isométrie A fixant 'origine tel que, en notant 7 la translation x +— x + ¢,

g=T0A.
Il en découle le

Théoréme 2.7. Soit f une isométrie de R"™, il existe A une matrice orthogonale
et b un vecteur de R™ tels que

fix— Az +0b.

Il en découle la



Proposition 2.8. Nous avons l'isomorphisme de groupe suivant :
Isom(R™) =2 O(n) x R™
ot R™ agit par translation.

Ainsi il est facile de vérifier que (Isom(R™), R™) vérifie les conditions de la 2.4.
Nous présentons quelques géométries classiques et trés rencontrées.

TABLE 1. Quelques cas importants de géométries.

Structure | Espace modéle X Groupe G
Euclidienne R™ O(n) x R™
Sphérique S O(n+1)

Hyperbolique H" O*(n,1)
Affine R" GL(n,R) x R”
Conforme S" = oH" OF(n+1,1)

2.2.2. (G, X)-structures. Etant donnée une variété lisse M et (G, X) une géomé-
trie au sens de la section précédente, dans 'optique de munir notre variété d’une
géométrie, nous introduisons la

Définition 2.9. Soit (G, X) une géométrie au sens de la section précédente. Soit
U un ouvert de X. Soit f : U — X une application lisse. Nous disons que f est
localement-G si U admet un recouvrement par des ouverts {U, }aca et si il existe
des éléments de G {gqa }aca tels que

Vae A ,  flu, = galu.-
Ainsi en rappelant la
Définition 2.10. Soit X un espace topologique. Un pseudogroupe sur X est un en-
semble G d’homéomorphismes entre ouverts de X vérifiant les conditions suivantes.

(1) Les ensembles de définition des éléments g € G forment un recouvrement de
X.

(2) Pour tout élément g € G et pour tout ouvert U contenu dans ’ensemble de
définition de g, la restriction g|y appartient a G.

(3) Pour tous g1,92 € G tels que 'image de g; soit contenue dans le domaine de
définition de go, la composée go o g1 appartient a G.

1

(4) Pour tout g € G, 'inverse g—' appartient a G.

(5) La propriété d’appartenir & G est locale : si g : U — V est un homéomor-
phisme entre ouverts de X et si U est recouvert par des ouverts U, tels que
chaque restriction g|y, appartienne a G, alors g appartient a G.

Il en découle que les applications localement-G avec les ouverts de X forment un
pseudogroupe sur lequel nous allons nous baser pour mettre une structure sur M.
Ainsi, introduisons la

Définition 2.11. Un (G, X)—atlas sur M est une paire (U, P) ou
U:={U,|ae A}
est un recouvrement ouvert de M et

@:{Uaﬂsx}

est une collection de cartes telle que pour chaque paire (Us,Up) € U x U, la res-
triction de ¢, o (¢5) "1 & p3(Us NUp) est localement-G.

UoeU
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C’est ce que nous appellerons

Définition 2.12. Une (G, X)-structure sur M est un (G, X)—atlas maximal et
une (G, X)—variété est une variété munie d’une (G, X)-structure.

11 découle directement de la définition qu’une (G, X )—variété posséde une struc-
ture analytique sous-jacente puisque 'action de G sur X est analytique.
Un résultat fondamental pour notre travail est la

Proposition 2.13. Soit I' un sous-groupe de G qui opére librement et proprement
discontiniment sur X, alors ’espace quotient hérite d’une structure naturelle de
(G, X)-variété dont un atlas de cartes est fourni par les sections locales de la pro-
jection X — X/T et dont les changements de cartes sont induits par des restrictions
d’éléments de T'.

2.3. Structures affines sur les feuilles. Le but de cette partie est de démon-
trer un théoréme central pour la rigidité différentiable sur T2. Ce théoréme a été
démontré par Ghys dans [Ghys2]

Soit ¢ un diffeomorphisme d’Anosov de T? de classe C", r > 2.

Théoréme 2.14 (E. Ghys). Il existe une unique structure affine sur les feuilles de
FS (resp. F*) qui est de classe C" sur chaque feuille, qui dépend contindment du
point (voir plus bas) et qui est invariante par . Pour cette structure, chaque feuille
de F* (resp. F“) est affinement isomorphe a la droite R.

Démonstration. Soit ¢ un difféomorphisme d’Anosov de classe C" sur une variété
compacte M, avec r > 2. Les feuilletages stable F*° et instable F* sont intégrables,
et chaque feuille est une sous-variété de dimension 1, de classe C".

Notre objectif est de doter chaque feuille de 7° (ou F*) d’une structure affine,
c’est-a-dire d’un atlas dont les changements de cartes sont des applications affines.
Il ne suffit pas d’utiliser la longueur d’arc induite par une métrique, car une telle
structure ne serait pas, en général, invariante par .

Nous allons donc construire une structure affine canonique, invariante par .
Pour cela, fixons un champ de vecteurs X de classe C" tangent au feuilletage stable,
de norme 1 dans une métrique riemannienne quelconque. Ce champ est bien défini
localement, et sa direction est contractée par ¢.

L’idée est d’utiliser une construction dynamique. A toute application f de classe
C? d’un intervalle réel, on peut associer une 1-forme n(f) (la dérivée logarithmique
vue plus haut) qui mesure sa déviation par rapport aux transformations affines.
Cette forme est nulle si et seulement si f est affine. En évaluant cette forme sur
le champ X, on obtient une fonction u := n(p)(X), définie sur M, continue, et de
classe C"2 le long des feuilles.

Nous cherchons maintenant une fonction v sur M, de classe C"~2 le long des
feuilles, telle que la nouvelle structure affine définie par v soit invariante par .
Cela revient a résoudre 1’équation fonctionnelle suivante :

u=A-voyp—u,

ou A est la fonction définie par ¢, X = AX. Cette équation est de type cohomolo-
gique, et l'existence d’une solution v découle d’un argument classique : I'opérateur
P(v) := XA - v o est contractant sur un espace de fonctions approprié, en raison
de la contraction du feuilletage stable. Par le théoréme du point fixe de Banach, il
existe une unique solution v continue, et de classe C"~? le long des feuilles.

Cette fonction v définit une structure affine sur chaque feuille de F*, invariante
par ¢, de régularité C" le long des feuilles, et qui varie continiment avec le point.
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Enfin, pour voir que chaque feuille est affinement isomorphe a la droite R, on
utilise le fait que ¢ posseéde des points périodiques denses, et que sur la feuille stable
d’un tel point périodique, I'itérée ™ agit comme une contraction affine. Une telle
action n’est possible que sur un espace affine isomorphe a R.

|

2.4. Résultats. Nous présentons le résultat principal de [Ghysl] qui méne a la
rigidité différentiable sur T2.

Théoréme 2.15. Soit ¢ un difféomorphisme d’Anosov de classe C"™ (2 < r < c0)
du tore T?. Si F* est transversalement de classe C1', alors F¥ est transversalement
affine. Plus précisément, le pseudogroupe d’holonomie de F* préserve les structures
affines des feuilles de F*“.

Dans un soucis de concision pour ce document nous admettrons ce résultat.

Corollaire 2.16 (rigidité différentiable de T?). Si F* et F“ sont de classe C11,
alors ¢ est C-conjugué & un automorphisme linéaire du tore T?.

Démonstration. Le revétement universel de T? est difféomorphe au produit L* x
L* d’une feuille L* du feuilletage stable F*° et d’une feuille L* du feuilletage instable
F* muni des feuilletages produits. Cette description est permise car, par hypothése,
@ est topologiquement conjugué & un automorphisme linéaire du tore.

D’aprés le théoréme 2.15, les feuilletages F° et F* sont tous deux transversale-
ment affines, et donc chaque feuille L, L* est affinement isomorphe a R, avec une
structure affine naturelle.

Le groupe fondamental de T? est Z2, et il agit naturellement sur le revétement
universel L® x L% 22 R? par automorphismes du feuilletage. Cette action est libre
et sans point fixe, donc elle s’identifie 4 une action par translations affines sur R?.

Autrement dit, le tore hérite d’'une structure affine compléte : il s’identifie &
R?/Z? de maniére affine, et le diffSomorphisme ¢ agit lui-méme par une transfor-
mation affine sur ce quotient.

On en déduit que ¢ est affinement conjugué & un automorphisme affine de R?/Z2,
ce qui signifie que @ est linéaire dans une structure affine appropriée. Ainsi, ¢ est
conjugué a un automorphisme linéaire du tore. [

2.5. Idée de généralisation. Pour généraliser le cadre développé par Ghys dans
[Ghysl], il est naturel de se concentrer sur les propriétés géométriques des feuille-
tages stable et instable associés & un difféomorphisme d’Anosov. En effet, une
grande partie de la rigidité démontrée dans le cas du tore repose sur l’existence
d’une structure affine invariante sur chaque feuille, ainsi que sur la régularité trans-
verse de ces structures. Afin d’étendre ces résultats a des variétés plus générales,
il devient crucial de construire, ou tout au moins d’identifier, des structures géo-
métriques naturelles — affines, projectives, conformes ou autres — sur les feuilles
de F? et F". La compatibilité de ces structures avec la dynamique, ainsi que leur
régularité dans la direction transverse, jouent alors un role central. Cette approche
permet d’espérer une classification plus large des difféomorphismes d’Anosov, fon-
dée non seulement sur des arguments topologiques, mais aussi sur une analyse fine
des géomeétries portées par les feuilles des feuilletages dynamiques.

3. LE CAS COMPLEXE STATIONNAIRE

Nous avons étudié le cas complexe stationnaire dans [BRU]. Nous construisons
des (G, X)-structures sur les feuilles stables d’un biholomorphisme contractant pas-
sant par un point fixe.
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3.1. Polynémes sous-résonnants au sens de Katok. Soit L € M, (C) une
matrice triangulaire supérieure et inversible de valeurs propres Aj, ..., \; avec 0 <
[A&1] < --- < |A\n] < 1. Nous avons

C"=EM(L)®-- & EM(L)

ott B*(L) est le sous-espace caractéristique de L associée a la valeur propre \;.
Nous notons n; := dim(E*i(L)).

Définition 3.1. Soit P : C" — C™ un polynéme homogéne fixant 0, nous di-
sons qu’il est de type sous-résonnant s = (sq,...,$;) si pour tous aq,...,a; € C et
(t1,....,t;) € B (L) x --- x EN(L),

Plaity + ... + aity) = ai*...a]' P(t1 + ... + 1)

Etant donné qu’une application polynomiale est la somme de termes homogénes,
nous pouvons introduire la

Définition 3.2. Un polynome P : C" — C™ fixant 0 est dit sous-résonnant relati-
vement & L si chaque composante P; : C" — E*i(L) n’a que des termes homogénes
de type s = (s1, ..., 8;) vérifiant

In A <> s Al
J

Les notions de polynémes homogénes et de degré d’homogénéité est invariante
par changement de coordonnées. Il en découle que I'espace des polyndémes sous-
résonnants ne dépend aucunement d’un systéme de coordonnées mais uniquement
de la matrice L et de ses sous-espaces caractéristiques. Nous noterons SR(L) 1’en-
semble des polyndmes sous-résonnants relativement a L et SRy (L) ceux de degré
k.

Il découle directement de la définition le

Lemme 3.3. Soit P, : C* — E* (L) un terme homogéne d’un polynéme sous-
résonnant relativement a L de type s = (s1,...,8;), alors

(1) s; =0 pour j < i,
In [A\q]
(2) 2255 < W
Le deuxiéme point donne une majoration du degré des polynémes sous-résonnants
relativement & L.
Cette notion a été introduite en 1998 par M. Guysinsky et A. Katok dans [KaGU]J.
Ils démontrent que I'ensemble des polyndémes sous-résonnants relativement & L dont

la dérivée est inversible & l'origine est un groupe de Lie de dimension finie pour la
composition.

Théoréme 3.4. L’ensemble des polyndmes sous-résonnants relativement 6 L dont
la dérivée est inversible a l'origine forme un groupe algébrique de dimension finie
pour la composition. Nous le noterons SR*(L).

Démonstration. Montrons dans un premier temps que cet ensemble est stable
par composition. Soient F' = (Fy, ..., F}) et G = (G, ...,G;) deux polynomes sous-
résonnants. Nous avons F oG = (Fy; oG, ..., F; 0 G) et pour 1 <14 <[, nous devons
montrer que les types des termes homogénes de F; o G sont sous-résonnants. Soit
alors ; un terme homogéne de F;, il existe (s1, ..., §;) vérifiant In |)\;| < Z s In ||
j
tels que pour tous ai,...,a; € C et (t1,....t;) € EM(L) x --- x EM(L), Q;(a1ty +
. Faity) = af'...a)' P(ty + ... + t;). Soit alors pour tout 1 < j < I, R; un terme
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homogene de G}, il existe donc (s, ..., s{) vérifiant In |\;| < Zsi In |Ag| tels que
k
pour tous ai,...,a; € C et (t1,...,t;) € EM(L) x ---x EN(L), Rj(a1ty + ... +ait;) =

P
ai{...als’ P(t1+...+1). Nous avons donc pour ay, ...,a; € C et (t,...,t;) € EM (L) x
-x EM(L)

ZRj(a1t1+...+altl =Q; Zal . al ](tl +...—|—tl)

J

1 1\ S1 l L\ Si
:(ail--ﬂf’) ~--(ai1~--afl) Q; ZRj(t1—|—...+tl)

1 1 L
= (ailsl . -aflsl) e (aflsl . -alslsl) Q; ZRj(tl + ..+ t)

Il s’agit donc de vérifier que

)\i < ZZS%S]' 1n|)\k\

k
Nous avons ZZS{CSJ In|A\;| = ZZSkS] In|Ag| et In|X;| < ZS?C In |A;| pour
5

tout j car R; est sous-résonnant. A1ns1 nous avons
J
g g 5785 In [Ag| > g s In |\l
kg J

Le résultat découle alors du caractére sous-résonnant de Q;. SR*(L) est donc stable
par composition. Cette opération étant polynomiale en les coefficients, elle est al-
gébrique.

Remarquons qu’une application linéaire est un polynéme sous-résonnant relati-
vement & L si et seulement si elle préserve les espaces

P B\

Xs| A [<p

pour tout p €]0,1[. Ainsi Pour F' € SR*(L), l'inverse de sa partie linéaire est aussi
un polynéme sous-résonnant.

Montrons maintenant que les polynémes sous-résonnants relativement a L de
dérivée en 0 sont inversibles au sens de la composition et que leur inverse est sous-
résonnant. Soit F' une telle application. En composant & droite par U'inverse P; de la
dérivée de F' en 0, on obtient une application F} = Id+S5+ 555 o011 .S; est une somme
de polyndémes homogeénes de degré 2 et Sso est une somme de termes homogénes
de degré strictement supérieurs & 2. Par construction, la somme de deux polyndémes
sous-résonnants relativement a L est un polyndme sous-résonnant relativement a
L. Ainsi le polynéme P, := Id— S € SR*(L). En composant & droite Fy par Py on
obtient le polynéme de SR*(L) Fy := FioP; = Id— S+ Sa+Ss2 = Id+ S3+ S~3.
D’aprés le lemme 3.3, le degré de F' est majoré par 11?1 RH. Il en découle qu’il existe
un entier m tel que en continuant la construction précédente, nous ayons F,, = Id.

Nous avons donc montré que F' est inversible et

F'=Po---0oP,
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ot chaque P; € SR*(L). Il en découle que F~! € SR*(L). L’opération qui & un
polynéme de SR*(L) associe son inverse est donc polynomiale en les coeflicients,
elle est donc algébrique.

Finalement SR*(L) est bien un groupe algébrique de dimension finie par majo-
ration du degré des polyndémes sous-résonnants. O

3.2. Théoréme de Poincaré-Dulac. Nous étudions les formes normales des germes
de biholomorphismes contractant. Ce travail de Poincaré et Dulac se situe aujour-
d’hui dans le cadre général de la normalisation d’orbites, dans le cas particulier
d’une orbite réduite & un point. Initialement motivé par la réduction d’une équa-
tion différentielle au voisinage d’un point d’équilibre, Poincaré démontre le

Théoréme 3.5 (Poincaré). Soit F' : C* — C™ une application holomorphe dont
la partie linéaire a l'origine L est inversible et contractante. Si le spectre de L ne
satisfait aucune relation de résonnance, il existe un biholomorphisme local ¢ tel que
#(0)=0, ¢ (0)=Id et 1o Fo¢p=L.

Dulac compléte et étend alors les résultats de son directeur de thése en démon-
trant la réduction systématique & une forme normale polynomiale avec le

Théoréme 3.6 (Poincaré-Dulac). Soit F' : C* — C™ une application holomorphe
dont la partie linéaire a l'origine L est inversible et contractante. Il existe un poly-
nome P et un biholomporhisme local ¢ tel que ¢(0) =0, ¢'(0) = Id et Lo Fop =
P.

Ces deux théorémes centraux dans la théorie des formes normales appliquent le
méme schéma de preuve. Etant donné une transformation holomorphe F : B, —
C™, elle peut se développer sous la forme F' = Zp>1 H, ou H, est une applica-
tion polynomiale homogéne de degré p. Nous construisons alors formellement un
biholomorphisme local en composant des transformations construites afin d’annu-
ler le terme d’un certain degré dans cette décomposition. Cette méthode nécessite
d’étudier la convergence du changement de carte formellement construit.

Dans cette section l'intégralité de ces problémes de convergence seront résolus
par le théoréme issu de [Bert]

Théoréme 3.7 (Berteloot). Soit N un automorphisme de C™ fizant l'origine et
dont la partie linéaire L := N'(0) vérifie a||z|| < || L(2)|| < A|lz|| 02 0 <a < A< 1.
Soit F': B, — C" une application holomorphe telle que

F=N+Y H,.

p>k

Alors, si k > E—Z, la suite (N~P o FP),, converge et sa limite ¢ définit un biho-

lomorphisme local tel que ¢(0) =0, ¢'(0) =Id et ' o Fogp = N.

Considérons une application holomorphe F' = L + Zp>2 H, ol L est linéaire
de spectre {A1, -, Ap} avec 0 < |A1| < --- < |A\,] < 1. Nous notons D la partie
diagonalisable de L par la décomposition de Dunford. Nous considérons une base
(ej)1<j<n de trigonalisation de L adaptée & la décomposition C* = EM (L) @ -« - @
EM(L). A partir de maintenant, nous nous plagons de le systéme de coordonnées
associé. C’est donc aussi une base de diagonalisation de D.

Définition 3.8. Nous notons H? le C-espace vectoriel des applications polyno-

miales p—homogenes de C" dans C". Pour tout multi-indice I = (i1, - ,iy)
on note z! := 2}'---2in. On munit H? de sa base canonique BP := {Hj;:=

e | =p,1<j<n}.
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Définition 3.9. Toute transformation holomorphe de la forme sz p1 Np O Iy €
HP sera notée o(k).

Afin d’appliquer le théoréme 3.7, nous cherchons & nous ramener & une ap-
plication du type L + o(k) ou k vérifie les hyopthéses du théoréme. En notant

In [\
co(L) := [ln ||>\1|], tout entier strictement supérieur a co(L) répond au probléme.
A

La preuve consiste alors & annuler un & un les termes de degré supérieur a 2
en conjuguant successivement F' par des biholomorphismes locaux de la forme
Yp =1+ hp, h, € HP pour p=2,---,¢o(L) + 1. Commengons par préciser l'effet
d’une telle conjugaison avec la

Proposition 3.10. Soit ¢ :=I+h ot h € H?. Soit aussi F = L+ S,_1+Hg+0(q)
ol Sq_1 € H2D - @HI™ et H, € Hi. Alors

Vv loFoy=L+S, 1+ [H;,+Loh—holL]+o(q).

Afin d’établir cette propoistion, on commence par démontrer le Soient v € H*
pour s > 2 et f holomorphe telle que f(0) = 0. Nous avons

v[f+o(r)=vof+o(r+s—1).

Démonstration. Il suffit de le vérifier sur la base canonique de H®. Soient I tel
que [I| =set 1 <j<n,onapourl=o(r)

n o i . n w—1 .

123 iy — i 2 it —

st oo = (Y130 (3t o= (X1 (s £ (3) ) )
t=1 k=0 t=1 k=0

Orpour 1 <t <net0<k<i —1 (sous réserve d’existence), t’“li"_k est de degré

au moins 7(iy — k) + i; car f(0) = 0 et donc autour d’un voisinage de 1'origine le

développement de f ne contient que des termes homogénes de degré plus grands

i1 .

que 1. Ainsi nous avons Z <Zkt>fflétk = o(r +1i; — 1). Il en découle que que
k=0

Hi ;[f + o(r)] est la somme de Hy j o f et de termes de degré au moins s + r d’otl

le résultat. U

Preuve de la proposition 3.10. Nous avons Foy) =L+ Loh+S,_10(I+h)+
H, o (I+h)+o0(q). En appliquant plusieurs fois le lemme précédent, il s’ensuit

Foy=L+Loh+S,_1+ H,+ o(q).

Par le théoréme d’inversion locale holomorphe, ¥ est inversible d’inverse holo-
morphe sur un voisinage de 1'origine. Nous avons ainsi sur un voisinage de ’origine
Y~ 1(y) = y+k(y) ot k est une somme de polynomes homogénes de degré supérieur
a 2. Soit alors [ > 2 tel que k = o(l — 1). Nous avons par le lemme précédent sur
un voisinage de l'origine,

Yoyt =Id+k+h(Id+k)=Id+k+h+o(l+q—2)=Id+k+h+o(q).

Il en découle que k = —h+0(q) car [ —2 > 0. Nous avons ainsi ¥~ (y) =y — h(y) +
0(q), il en découle

Vv loFoy=L+Loh+S,_1+H,—ho(L+o(l))+o(q).
En appliquant une derniére fois le lemme précédent,

Vv loFoy=L+S, 1+ [Hy;+Loh—holL]+o(q).
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Il apparait dans la proposition 3.10 la famille d’opérateurs.
My :H" — H"
h+—— hoL — Loh.

L’inversibilité de M} permet dans la proposition précédente de conjuguer F en une
transformation holomorphe sans termes de degré ¢. Etudions ces opérateurs dans
le cas ot L est diagonale avec le

Lemme 3.11. L’opérateur M}, est diagonal dans la base B".

Démonstration. Soit z € C™, nous avons
Mp(Hyj)(z) = Hp j(Dx) — DHp ().
H; ;(Dz) = (Dz)'e; = (A1) - (Anwy)ine; = M Hpj(z) ot Pon note A le

spectre de D.
DHy j(z) = D(z'e;) = ' \je; = A\jH; j(z). Finalement,

Mp(Hy ) = (A = X\j)Hp
d’ou le résultat. O

Nous constatons donc que dans le cas diagonal, M7, est inversible si et seulement
si pour tout |I| = r, pour tout j, Al # Aj. Cela conduit naturellement & la

Définition 3.12. Le spectre \ vérifie la relation de résonance (I,5) si Al = \;.

L’é¢tude de M, suffit & comprendre le comportement de M. En effet, nous
démontrons le

Lemme 3.13. Le spectre de M7 est le méme que celut de MF,.

Démonstration. Soit P € GL,,(C), nous notons L' = P o Lo P~1. Nous avons
pour h € H",
Mj,(h)=hoL —L oh
=—hoPoLoP '—PoLoP 'oh
=Po(P'ohoPoL)oP ' ~Po(LoP tohoP)oP*
=P((P'ohoP)oL—Lo(P 'ohoP))oP*
— o (My (67 (1)

ot ¢ : h+ PohoP~! 1l en découle que M7 et M7, sont conjugués. La densité
des matrices diagonalisables dans C permet alors de conclure. ]

Nous sommes maintenant en mesure de donner une preuve du théoréme de Poin-
caré.

Preuve du théoréme 3.5. Par hypotheése le spectre de L ne vérifie pas de relation

de résonance, il en découle par le lemme 3.13 que tous les opérateurs M| pour r > 2

sont inversibles. Pour tout 2 < r < ¢g(L) + 1, il existe donc un polynome h, € H"

tels que la conjugaison de F' par le biholomorphsime local ¢, = Id + h,. supprime

le terme de degré r de F' par la proposition 3.10. En posant ¢ = 100t (1)41,

nous avons

F = 9071 OFOQD:D-FO(C()(L)"‘:[)

Or L=F'(0) = F’ (0), nous pouvons donc appliquer le théoréme 3.7 pour conclure.

O
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Dans le cas général, nous proposons une étude approfondie des opérateurs M7 .
Remarquons tout d’abord la

Proposition 3.14. M| est triangulaire dans un réordonnement de B".

Démonstration. En effet pour [I| =ret 1 <j <mn,
M7 (Hrj)(21, . 2n) = (Hrj o L)(21, ..., 2n) — (Lo Hy j)(21, ..., 2n)

n n
= H],j E E ltJZj €t - zILej

t=1 \ j=t

i1 .
n J
k2
Y hgz | (nmzn) " ey =Y LiiHri(z, 0 20)
=1

i=1

j—1
()\I — )\j)H}}j(zh ,Zn> + (Z Oz]/ZI ) €; — Zli’jHj)i(zl, ,Zn)
I/ ‘_

j—1
= ()\I - )\j)H],j(Zl,..., +ZO‘I’HI’ il\R1y .-y 2 Zl JH],L Ry ee-
I’ i=1

Nous définissons un ordre sur les multi-indices par I’ < I si i, > i, ou i), = iy,
et i/, _; > i,_1 et ainsi de suite. Cet ordre assure que tous les multi-indices qui
apparaissent dans la somme ), ap Hy (21, ..., 2,) soit strictement inférieurs & I.
Nous définissons alors naturellement sur les couples (I,7) par (I’,j') < (I,7) si
I'«< Toul =1cetj < j Nous venons de démontrer que M] est triangulaire
supérieure dans ce réordonnement de B". Il s’agit d’'une nouvelle preuve du lemme
3.13. O

Ces opérateurs se comportent trés bien vis & vis de I’espace des polynoémes sous-
résonnants relativement & L. Nous avons premiérement le

Lemme 3.15. Pour tout r,
(1) SR-(L) est stable par M7].

(2) Les antécédents d’un polynéme de SR,(L) par M sont tous sous-résonnants.

Démonstration. (1) Soit r fixé, Soit h un polynéme de degré r sous-résonnant
relativement & L, il suffit de remarquer que M7 (h) = ho L — Lo h est la
somme de deux polynoémes sous-résonnants d’apres la stabilité de cet espace

par composition. Nous avons utilisé que L est sous-résonnant par rapport a
L.

(2) Afin de montrer le deuxiéme point, nous considérons h = )" ¢y ;H; ; un poly-
néme qui n’est pas sous-résonnant relativement & L. Il existe donc nécessaire-
ment (I, 7) tel que ¢r; # 0 et Hy ; qui n'est pas sous-résonnant relativement
a L. Soit (Ip, jo) maximal pour l'ordre définit dans la preuve de la proposition
3.14 qui vérifie la condition précédente. Nous avons

Mp(h) = cro,50 (M = N ) Hig o+ Y eryM{(Hr;) + R
(1,5)#(Io,j0)
avec R = cr i, M[ (Hiq jo) = 10,0 (A = Ajo ) Hg jo-
Nous avons A—);, # 0 sinon Hy, j, serait sous-résonnant. Le terme cy, j, (A0 —

9 . . N 5 N
Xjo)Hr, 5, n'est donc pas sous-résonnant relativement & L. D’aprés la propo-
sition 3.14, dans la somme R n’a pas de composante en Hy, ;. Toujours

aZn)
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d’aprés la proposition 3.14, si H; ; n’est pas sous-résonnant, M7 (H; ;) n'a
pas de composante en Hj, j, par maximalité de (1o, jo). Enfin d’aprés le pre-
mier point du lemme, si si Hy ; est sous-résonnant, M7 (Hr ;) est aussi sous-
résonnant et donc n’a pas de composante en Hy, ;. Finalement, Z(I’j)¢(107j0) cr ;M7 (Hp ),
n’a pas de composante en Hy, j,. Il en résulte que Mj (h) a une composante
non nulle en Hy, j, et donc que M7 (h) n’est pas sous-résonnant relativement
a L d’ou le deuxiéme point.
O

Ce dernier lemme est fondamental, les opérateurs M| se comportent bien vis &
vis de 'espace des polyndmes sous-résonants. Nous en déduisons la

Proposition 3.16. Nous avons pour tout r,
SR, (L) + Im(M;)=H".

Démonstration. D’aprés le lemme 3.15, comme le polynéme nul est évidement
sous-résonnant, ker(M7) est inclus dans SR, (L). En itérant le lemme, nous avons
que E°(M7) le sous-espace caractéristique de M7 associé & la valeur propre 0 est in-
clus dans S"(L). Il est clair qu'un sous-espace caractéristique d’un endormorphisme
associé a une valeur propre non nulle est inclus dans son image. Ainsi, en utilisant
que
H" = E°%(M}) @ &y EMNMJ)
Avaleur propre non nulle

nous avons la proposition.
O

Cette derniére proposition permet d’affiner le théoréme 3.6 . Nous sommes ainsi
en mesure de démontrer

Théoréme 3.17. Soit F: C" — C" une application holomorphe dont la partie li-
néaire a lorigine L est inversible et contractante. Il existe un polynome P € SR*(L)
et un biholomorphisme local ¢ tel que $(0) =0, ¢'(0) =Id et ¢~ o Fo¢ = P.

Démonstration. Nous notons F' = L + Hy + 0(2) out Hy € H?. D’aprés la pro-
position 3.16, il existe ho € SRa(L) et fo € H? tels que hy + M?(f2) = Ha.
En appliquant la proposition 3.10 au biholomorphisme local ¢ = Id + f3, nous
obtenons que

Fy =45 o Foqy =L+ hy+ Hs +0(3)

ol Hs € H3. En itérant ce processus, nous avons pour tout 3 < r < ¢o(L) + 1, il
existe donc un polynéme f. € H" tels que la conjugaison par le biholomorphisme
local ¥, = Id + f, donne par la proposition 3.10

Fo=4; oF_yotp, =L+hy+ ..+ hy+ Hoyy +o(r +1).

Nous concluons alors par le théoréme 3.7 car L+ hg+... +hey ()41 est un polynome
sous-résonnant relativement a L dont la dérivée & l'origine est L qui est inversible.

O

3.3. Structures géométriques sur les variétés de hopf. Une variété de Hopf
est le quotient d’un voisinage de l'origne U par le groupe engendré par ’action
d’un germe de biholomorphisme contractant fixant origine et tel que F(U) est
relativement compact dans U.

En 2008, B. McKay et A. Pokrovskiy démontre I’existence de structures géomé-
triques holomorphes localement homogénes sur les surfaces de Hopf.
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Dans cette section, nous construisons une structure géométrique sur les variétés
de Hopf en dimension quelconque.

Soit F' un germe de biholomorphisme contractant fixant l'origine défini sur un
ouvert U tel que F'(U) est relativement compact dans U. Notons L la partie linéaire
de F et (A1, -+, A,) les valeurs propres de L. Démontrons la

Proposition 3.18. G := (SR*(L),C") ot C"™ agit par translation est un groupe
algébrique de dimension finie.

Démonstration. Pour 7 € C™, nous noterons ¢, 'application z — z + 7. Com-
mencons par démontrer le G = {t, o h|Tr € C",h € SR*(L)}

Démonstration. Il suffit de vérifier que pour tout (7, h) € C" x SR*(L),
t—h(‘r) [¢] h [¢] t‘r € SR*(L)

La structure de groupe de SR*(L) assure I'inversibilité de la dérivée en 0. Démon-
trons le caractére sous-résonnant. Pour ce faire, remarquons qu’a 7 fixé, la relation
précédente est linéaire en h. Il suffit donc de vérifier la condition sur les H; ; sous-
résonnants.

Nous avons

21 zZ1+ 71
temr o Hijote | 0 | =tom;0)
Zn Zn + Tn
=t g, (21 +70)% - (20 +71)°"€))

=((z+m)" ()™ =T e

ol les s; sont les indices du multi-indice 1.
Les termes homogenes de t_p, () o Hy j o t; sont donc du type.

gt pSiTI .” dn 2 Sn=In
. 11 11
J1 Jn

A<D seln A <> gk In Al

oil la premiére inégalité provient du caractére sous-résonnant de Hy ;. O

ou les j; < s;.
Nous avons donc

Nous pouvons donc expliciter la loi de G. Soient (tr,,h1) et (tr,,h2) deux élé-
ments de G. Nous avons

(tﬂvhl) : (thth) =ty ohiotlr, 0hy
=ty 0t_g0oty,0hy oty 0hy
:t'rlfozth

= (t‘rlfa; h3)

o o« = —hy(me) et hy =tq0hy 0ty 0hy. hy € SR*(L) par le lemme et la structure
de groupe de SR*(L).Du calcul précédent, nous avons

(tr, 1)t = (th=t(ryy Enot () © hitot,).

Nous constatons alors que ces relations sont algébriques en 7y, 75, h1, ho. O
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Soit h € SR*(L), la forme normale de Poincaré-Dulac de F. Il y a alors un
biholomorphisme entre les variétés U \ {0}/(z ~ F(z) et C"\ {0}/(z ~ h(z)). Le
groupe (h) préserve C" \ {0}, il agit proprement discontinuement sur C”. Il en
découle que C™ \ {0}/(z ~ h(z)) est munie d’une structure géométrique quotient.
Nous venons de démontrer le

Théoréme 3.19. Toute variété de Hopf admet une structure géométrique.

4. QU’EST CE QU’UNE STRUCTURE GEOMETRIQUE AU SENS DE GROMOV

Afin de définir des structures géométriques sur les variétés stables et instables des
difféomorphismes d’Anosov et tenter de généraliser [Ghysl1], nous nécessitons une
notion plus large de structure géométrique. Nous définissons ici la notion générale
d’une structure géométrique sur les variétés. Nous essayons dans cette section de
détailler le travail de Gromov [Gro].

4.1. Définition. Soient M et N des variétés lisses et soient f, g des applications
lisses d’un voisinage d’un point x € M vers N. On dit que f et g représentent
le méme r-jet en z si f(x) = g(x) = y € N et que, par rapport & un choix de
coordonnées lisses prés de x et y, toutes les dérivées partielles de f et g jusqu’a
lordre r coincident.

Plus précisément, soient ¢;, 1 < ¢ < dim M des coordonnées lisses prés de x,
et uj, 1 < j < dim N des coordonnées lisses prés de y. On note D; la dérivation
partielle par rapport & t;, et @ = (a1,...,a,) un multi-indice d’entiers naturels.
On pose D* = D" --- D% . Alors f et g représentent le méme r-jet en x si, pour
tout ¢ et tout « tel que |a| :=a1 + -+ a, <r,ona:

D%(u; o f)(x) = D*(ui 0 g)(x).

Cette relation d’équivalence sur les applications locales de classe C" est notée
f ~% g. La classe d’équivalence représentée par f est appelée le r-jet de f en =z,
notée j" f.

L’espace des r-jets des applications locales de classe C" est une variété lisse, notée
J"(M, N). Des coordonnées locales peuvent étre définies sur J" (M, N) comme suit :

ui (5" fz) = D% (ui 0 f)(x).

Le r-jet d'un champ de vecteurs lisse est aussi défini en considérant le champ
comme une section de T'M.

Une paramétrisation (lisse) d’un ouvert U C M est un difféomorphisme (lisse)
d’un ouvert de R™ sur U. On dit que ¢ : Uy — U est une paramétrisation en = si
0€Uy, zeU,et p(0)=uz.

Un repére d’ordre r en z € M est le r-jet en = d’une paramétrisation lisse en
z. Un repére d’ordre 1 en x s’identifie naturellement & un isomorphisme linéaire de
R™ vers I'espace tangent T, M. En général, la classe d’équivalence représentée par
une paramétrisation o sera notée (5"¢)g — le r-jet de ¢ en 0.

La collection de tous les repéres sur M forme naturellement une variété lisse
appelée le fibré des repéres d’ordre r de M, notée F"(M). 1l s’agit d’un fibré
principal localement trivial au-dessus de M, avec comme projection canonique 7 :
F" (M) — M Papplication qui & (j"¢)o associe ¢(0).

Etant donné un repére € = (j7¢)g en x, tout autre repére d’ordre r en x s’écrit
£-g,00 g = (j"f)o est le r-jet d’'un diffeomorphisme local f d’un voisinage de 0
dans R™ tel que f(0) = 0. Par définition :

§-9:=("(gof)o
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L’ensemble des r-jets en 0 des difféomorphismes locaux de R™ fixant 0 forme un
groupe de Lie, noté G™ = G"(n,R). On a G! = GL(n,R). On peut montrer que G”
est un groupe algébrique réel linéaire.

L’application F"(M) x G" — F"(M) définie par (§,g9) — £ - g est une action
lisse de groupe qui préserve chaque fibre de F"(M). Cette action est transitive sur
chaque fibre, et F" (M) devient ainsi un fibré principal de groupe G".

Définition 4.1. Soit V un espace (avec une structure supplémentaire précisée selon
le contexte), muni d’une action & gauche de G”. Une structure géométrique sur
M d’ordre r et de type V est une application G : F"(M) — V qui satisfait la
propriété d’équivariance :

G(&-9) =97 G().
Remarque 4.2. On distingue deux cas particuliers.

(1) Lorsque V' est une variété lisse, on dit que G est une structure géométrique
lisse (resp. C", analytique réelle, continue, mesurable, etc.) si G est une ap-
plication équivariante de cette régularité.

(2) Une structure géométrique est dite de type algébrique (ou A-structure)
si V' est une variété algébrique réelle lisse et que 'action de G” sur V est al-
gébrique. Les structures usuelles de la géométrie différentielle sont en général
des A-structures.

Par convention, FO(M) = M et G° est le groupe trivial. Une structure d’ordre
0 et de type V est donc simplement une application G : M — V.
Voyons désormais les exemples fondateurs de cette notion.

4.2. Exemples fondateurs.

4.2.1. L-structures. Cet exemple est fondamental et la plupart des exemples traités
dans ce document sont des sous-structures. Soit L un sous-groupe fermé de G”, et
soit P C F"(M) un sous-ensemble tel que la restriction de la projection 7" & P
soit un fibré principal de groupe L. Chaque élément £ € F" (M) est naturellement
associé a une classe dans G" /L, de sorte que P définit une application équivariante
G:F'(M)—V,ouV =G"/L. On dit alors que G est une L-structure d’ordre r.

Réciproquement, si G : F"(M) — G"/L est une application équivariante, elle
produit facilement une réduction L-invariante de F" (M), c’est-a-dire un sous-fibré
principal P C F"(M) de groupe L tel que l'action a droite de L sur P est la
restriction de l'action de G" sur F"(M). En effet, on peut poser :

P:=G(L),
ou L désigne ici la classe identité dans G"/L.

4.2.2. Parallélisme complet. Un parallélisme complet est défini par I’assignation, a
chaque point z € M, d’un repére linéaire (un isomorphisme linéaire) o(x) : R" —
T, M, autrement dit : une section du fibré des repéres F'(M).

Autrement dit, un parallélisme complet peut étre défini par une application
équivariante

G:F(M)— GL(n,R),

ou GL(n,R) agit sur V = GL(n,R) par multiplication a gauche. La relation entre
G et o est donnée par :

f=o() A = GE=A""

Un parallélisme complet sur M est donc une L-structure d’ordre 1, ot L est le
groupe trivial.
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4.2.3. Forme volume. Par une forme volume, on entend une assignation (lisse, de
classe C", continue, mesurable, etc.) d’une n-forme non nulle sur chaque espace tan-
gent T, M. Une telle structure peut étre donnée par une application équivariante :

G:F(M)—V,

ou V désigne l'espace des n-formes alternées non nulles sur R”.
Soit g la n-forme sur R™ définie par :

po(ut, ... up) = det(uy;),

ol u;; sont les composantes des vecteurs uy, ..., u, € R" dans la base canonique.

Le groupe linéaire général GL(n,R) agit transitivement sur V, et le sous-groupe
isotrope de pg est SL(n,R).

Une réduction de F(M) au sous-groupe SL(n,R) (c’est-a-dire une SL(n,R)-
structure) détermine une forme volume sur M, et Papplication équivariante G définie
par cette forme volume v s’exprime ainsi : pour chaque £ € F(M),, G(§) est la
n-forme sur R™ définie par

G (ur,. .., up) =v(@)(€ ur,..., & up).

Autrement dit, la forme volume v est entiérement codée par 'application équi-
variante G.

4.2.4. Métrique pseudo-riemanienne. Dans ce cas, ’espace V est I'’ensemble des
formes bilinéaires symétriques non dégénérées sur R™ de signature fixée s.

L’action (transitive) de GL(n,R) sur V correspond a la multiplication & gauche
sur lespace homogeéne GL(n,R)/O(p,n — p), od s = 2p — n est la signature, et
O(p,n — p) est le sous-groupe isotrope de la forme bilinéaire :

Bo(u,u) :==uf + - +ud —uly — - —ul.

(Nous identifions ici un espace homogeéne G-espace transitif avec I’espace quotient
G/H correspondant.)
L’action de GL(n,R) sur V peut s’écrire explicitement :

g-B=DB(g ' g "),

ou g € GL(n,R), Be V.
L’application G : F(M) — V correspond a l’assignation d’une forme bilinéaire
symétrique (-, ), sur chaque espace tangent T, M, selon la formule :

(v, 0)s = G(E)(E 0,67 w),

ou ¢ € F(M), est un repére au-dessus de z.
L’équivariance de G par rapport a laction de GL(n,R), c’est-a-dire

G- 9)() =G(&)(g9),
implique que la forme (-, -), ne dépend pas du choix du repére £ au-dessus de x.

Si, au lieu du groupe O(p, n—p), on considére le groupe CO(p, n—p) des transfor-
mations qui laissent (3 invariante & un facteur scalaire prés, on obtient la définition
d’une structure conforme pseudo-riemannienne.
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4.2.5. Sous-fibré de TM. En identifiant R™ au sous-espace de R™ formé des vec-
teurs dont les n — m derniéres composantes sont nulles, on note GL(n, m,R) le
sous-groupe de GL(n,R) constitué des matrices inversibles qui envoient R™ dans
lui-méme.

Le groupe GL(n,m,R) est le sous-groupe isotrope de R™ pour 'action transitive
de GL(n,R) sur la variété grassmannienne V' des sous-espaces de dimension m de
R™.

Une réduction lisse de F'(M) au groupe GL(n, m,R) correspond & un champ lisse

x +— D(x)

de sous-espaces vectoriels de dimension m dans T, M.

L’application équivariante G associée a ce champ D envoie chaque £ € F(M)
sur le sous-espace £ "1 D(z) C R™, avec z = p(£).

Autrement dit, la donnée d’un sous-fibrée D C T'M (champ de plans lisse de
dimension constante) est codée par une GL(n, m,R)-structure d’ordre 1.

4.3. Structures géométriques au sens de Gromov sur les variétés stables.
Dans 'introduction, nous avons vu que tout difféomorphisme d’Anosov de T™ est
topologiquement conjugué & un seul automorphisme linéaire du tore. Nous allons
voir que lorsque f n’est pas loin de son automorphisme linéaire du tore associé,
[KaGU], [Fe] et [BEFH] construisent des structures géométriques au sens de Gromov
sur la variété stable de f. Ces structures sont modelés sur un espace de polynémes
sous-résonnants qui généralisent le groupe du cas complexe stationnaire.

La construction générale de structures géométriques dépendant continument du
point pour un difféomorphisme d’Anosov quelconque est une question ouverte.
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