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1. INTRODUCTION

La théorie des modéles est une branche des mathématiques utilisant les outils de la logique, comme le
théoréme de compacité, les espaces de types ou les ultraproduits, pour étudier des structures concrétes ap-
paraissant dans d’autres domaines des mathématiques. Ici, on s’intéressera par exemple aux applications
aux corps algébriquement clos, aux groupes abéliens ordonnés divisibles et aux corps valués algébri-
quement clos. La théorie des modéles ne s’intéresse qu’aux structures « simples », dans le sens ou elles
n’encodent rien de trop complexe Par exemple, les nombres entiers ne sont pas du ressort de la théorie des
modeles : le théoréme d’incomplétude de Godel exprime le fait que leur structure est trop riche (capable
d’encoder tout ce qui est calculable). En revanche, sur les trois exemples cités plus haut, on dispose de
puissants théorémes de structure (élimination des quantificateurs, caractére fortement minimal, descrip-
tion explicite de l'espace des types...) qui permettent de faire fonctionner les outils et les idées de la théorie
des modeéles. C’est encore le cas dans bien d’autres structures. Un exemple des plus fameux est Ran, exp, le
corps des nombres réels muni de toutes les fonctions analytiques restreintes et de ’exponentielle globale :
un important théoréme de van den Dries et Miller [DM94] affirme que cette structure est o-minimale,
c’est-a-dire qu’on a une description des parties définissables. La section 3 sera dédiée & 1’étude des trois
théories qui nous occupent ici, ainsi qu’a présenter quelques notions plus générales de théorie des modéles.

L’intégration motivique, quant & elle, émerge en 1995, lors d’un exposé de Kontsevich ot il démontra
le théoréme 2.1. Il s’agit d’une méthode de calcul de certains invariants en géométrie algébrique, inspirée
par les techniques d’intégration p-adique. La premiére formalisation, diie & Denef et Loeser [DL9§],
emploie le langage des espaces d’arcs et de I'élimination des singularités en géométrie algébrique, et ne
fonctionne qu’au-dessus d’un corps algébriquement clos - en toute caractéristique, bien que ’élimination
des singularités soit nécessaire pour les applications, ce qui la restreint de facto a la caractéristique nulle
en I'état actuel des connaissances. Quelques années plus tard, ils parviennent a généraliser & une autre
classe de corps, les corps pseudo-finis [DL99]|. Un peu plus tard, au milieu des années 2000, de fagon a
peu prés simultanée, Cluckers et Loeser [CL0O8] d’une part, Hrushovski et Kazhdan [HK06] d’autre part,
mettent au point de nouvelles théories de I'intégration motivique. Celles-ci ne font plus appel a des espaces
d’arcs ou a de la résolution des singularités, mais a de la théorie des modéles (davantage dans le cas de
Hrushovski et Kazhdan que dans celui de Cluckers et Loeser, cela dit). La théorie de Cluckers et Loeser,
de plus, fonctionne sur tout corps de caractéristique nulle, pour peu qu’il soit possible d’en comprendre
convenablement les parties définissables. Celle de Hrushovski et Kazhdan a rapidement été généralisée
a une vaste classe de structures, notamment par Yin [Yinl0], [Yinl3]. Des variantes avec transformée
de Fourier existent aussi, par exemple chez Cluckers et Loeser [CL10] ou chez Hrushovski et Kazhdan
[HKO06].

Notre objectif ici sera de proposer une introduction & l'intégration motivique de Hrushovski et Kazh-
dan, en cherchant & la fois & expliquer ses propriétés et les techniques permettant de l'utiliser, et son
fonctionnement interne, jusque dans quelques aspects de sa construction. Nous présenterons d’abord en
section 2 I'exemple historique qui a motivé 'introduction de I'intégration motivique, en tachant de faire
apparaitre les bonnes propriétés de 'intégration motivique qui sont utilisées. Il s’agit d’'un exemple ty-
pique d’une utilisation de l'intégration motivique. Ensuite, dans la section 3, nous introduirons quelques
éléments de théorie des modeéles. Ces deux sections se veulent aussi accessibles que possibles; aussi, no-
tamment dans la premiére, de nombreux détails techniques, relatifs notamment a la géométrie algébrique
complexe, sont omis. La section 4, plus technique, explique en détail (mais sans preuve) la construction
d’une forme de l'intégration motivique de Hrushovski et Kazhdan. Enfin, dans la section 5 on trouvera
quelques exemples d’applications, d’une part a ’étude des singularités en géométrie algébrique, et d’autre
part & des questions de géométrie arithmétique.
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2. UN EXEMPLE : L'ARGUMENT DE KONTSEVICH

On explique ici 'argument de Kontsevich, sans entrer dans les détails techniques du fonctionnement de
I'intégration motivique. Cette section ne comporte donc pas de théorie des modéles - pas plus, en réalité,
que la preuve de Kontsevich, car il utilisait une théorie de l'intégration motivique (plus tard formalisée et
développée par Jan Denef et Frangois Loeser [DLI8]) trés « géométrique », & base de géométrie algébrique
et d’espaces d’arcs. Nous n’en parlerons pas davantage, une présentation détaillée (a la fois de cette théorie
et de Pargument que nous allons exposer) est présente dans le livre de Chambert-Loir, Nicaise et Sebag
[CNS18] (pp. 417-418).

Voici le théoréme démontré par Kontsevich en 1995 :

Théoréme 2.1. Deux variétés algébriques complexes lisses de Calabi-Yau birationnelles ont les mémes
nombres de Hodge.

2.1. Analyse des termes de ’énoncé. Commengons par expliquer les différents termes qui appa-
raissent ici, et en quoi ce résultat est - au moins un peu - surprenant.

Tout d’abord, wvariété complexe est a prendre ici dans un sens de variété algébrique. En premiére
approche, on peut voir cela comme un sous-ensemble d’un espace projectif Pg défini par des équations
polynomiales (qui doivent étre homogenes, pour avoir un sens dans un espace projectif). On suppose de
plus que les variétés étudiées sont lisses, au sens de la géométrie algébrique, ou de fagon équivalente au
sens de la géométrie analytique. L’hypothése « Calabi-Yau » est plus technique, et dit que le diviseur
canonique de la variété est trivial. Pour le reformuler, le fibré canonique d’'une variété est le fibré des
formes volumes - sur une variété X de dimension n, on le note Q%. Il s’agit d’un fibré en droites, ce qui
correspond en géométrie algébrique a des objets appelés diviseurs. Dire que le diviseur est trivial, c’est
exactement dire que le fibré en droites Q2% est trivial, c¢’est-a-dire qu’il posséde une section globale qui ne
s’annule nulle part.

Ensuite, une application rationnelle entre deux variétés algébriques X et Y est une fonction, notée
f:X --+Y, qui au lieu d’étre définie sur X tout entier est définie sur un ouvert dense - et qui, de plus,
est un morphisme de cet ouvert vers Y, au sens des variétés algébriques, c’est-a-dire qu’elle est donnée par
des fonctions polynomiales. Dire que deux variétés X et Y sont birationnellement équivalentes, ou plus
simplement birationnelles, c’est alors dire qu’il existe des applications f : X --» Y et g : Y --» X inverses
I'une de I'autre. Autrement dit, c’est dire qu’on peut trouver, dans X et dans Y, deux ouverts denses qui
sont isomorphes. Par exemple, la droite affine est birationnelle a la droite projective, puisque la droite
projective est la compactification de la droite affine obtenue en rajoutant un point a linfini. A 'inverse,
on peut voir que deux courbes qui n’ont pas le méme genre (soit, si on voit ces courbes complexes comme
des surfaces réelles, qui n’ont pas le méme « nombre de trous ») ne sont pas birationnelles.

Pour finir, les nombres de Hodge sont des invariants extrémement importants de géométrie complexe,
de nature cohomologique. Ils viennent d’une décomposition des espaces de cohomologie (singuliére, ou de
de Rham) des variétés complexes en somme directe de sous-espaces (c’est le théoréme de décomposition
de Hodge), cette décomposition étant liée entre autres a la présence de la conjugaison complexe, qui induit
certains automorphismes. Nous n’entrerons pas davantage dans les détails (voir sinon le livre de Voisin
[Voi02]), il suffit de retenir qu’il s’agit d’invariants trés fins, liés a certaines formes différentielles globales,
et de nature cohomologique. Le fait qu’ils expriment la géométrie globale de la variété, par opposition au
caractére birationnel qui ne s’intéresse qu’a un ouvert dense, explique que ce théoréme soit quelque peu
surprenant, et ’emploi de moyens détournés pour le prouver.

2.2. Une esquisse de la preuve de Kontsevich. En 1995, Kontsevich a démontré ce théoréme via
une nouvelle théorie qui a pris le nom d’intégration motivigue. Pour comprendre d’otl vient cette idée,
intéressons-nous d’abord & une variante de ce théoréme, démontrée par Batyrev quelques années plus
tot :

Théoréme 2.2. Deux variétés algébriques complexes lisses de Calabi- Yau birationnelles ont les mémes
nombres de Bettu.

Les nombres de Betti sont les dimensions des espaces de cohomologie singuliére; en particulier, le
théoréme de décomposition de Hodge mentionné plus haut assure que les nombres de Betti peuvent se
retrouver a partir des nombres de Hodge (en les additionnant). La preuve de ce théoréme par Batyrev
reposait sur des arguments de comptage de points (dont il est classique en théorie de ’homologie qu’il
est lié aux nombres de Betti, via par exemple la formule de la trace de Grothendieck-Lefschetz), qu’il
transférait d’une variété a I’autre grace a la théorie de 'intégration p-adique. Un mot sur I'intégration p-
adique : comme le corps des p-adiques est un corps local, c’est-a-dire un corps localement compact, on sait
qu’il dispose & un facteur prés d’une unique mesure invariante par translation additive, appelée mesure
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de Haar; ceci permet d’utiliser la théorie de I'intégration de Lebesgue sur les p-adiques. L’argument de
Kontsevich va consister a généraliser cette idée, mais au lieu d’utiliser une « vraie » intégrale, & valeurs
dans les réels, il va s’agir de voir I'intégrale comme étant & valeurs « cohomologiques ». Précisons un peu
cela.

L’ensemble des variétés algébriques sur un corps k peut étre envoyé dans un groupe, appelé groupe
de Grothendieck des k-variétés et noté Ko(Vary), défini comme suit. Le groupe Ky(Vary) est le groupe
engendré par les [X], pour X une variété algébrique sur k, avec les relations suivantes :

(1) si X et Y sont deux variétés isomorphes, alors [X] = [Y];

(2) si U C X est une sous-variété ouverte et V= X \ U est un fermé complémentaire, alors [X] =
U]+ (V1

(3) 0] =o.

Il est & noter que le produit de variété fait de Kq(Varg) un anneau. Notre intégrale motivique prendra
ses valeurs dans Ky (Varg).

On peut voir le morphisme Vary — Ky(Vary) comme un invariant additif universel, dans le sens ot tout
invariant additif (i.e. vérifiant les trois propriétés listées ci-dessus) se factorise nécessairement par celui-ci.
Or il existe un grand nombre d’invariants additifs intéressants : citons par exemple le comptage de points
(si k est un corps fini), ou encore, si k = C, et c’est ce qui nous occupera ici, les polynémes d’Euler-
Poincaré et de Hodge-Deligne. Pour donner une idée d’ott viennent ces résultats, dans le cas du polynéme
d’Euler-Poincaré, on peut plus ou moins le voir a travers la suite exacte longue de Mayer-Vietoris. Le
polynéme d’Euler-Poincaré de la variété X est défini par

o
EPx(t) =Y (=1)"but",
n=0

avec b, le n-iéme nombre de Betti; celui de Hodge-Deligne est défini par

HDx(u,v) = > (=1)PTIhPauPv?
p,q20
avec hP? le (p,q)-iéme nombre de Hodge. Il s’agit dans les deux cas de polynomes, car ces nombres
s’annulent quand n (ou p + ¢) est trop grand par rapport & la dimension de la variété - pour étre précis,
strictement supérieur au double de celle-ci. En particulier, le théoréme principal est équivalent au fait
que deux variétés algébriques complexes de Calabi-Yau birationnelles aient le méme polynéme de Hodge-
Deligne. Mais donc, pour montrer cela, il suffit de voir qu’elles sont égale dans Ky(Varc) (ou qu’elles
sont égales, modulo des variétés dont de polyndéme de Hodge-Deligne est nul).

L’intégration motivique s’inspire de la relation entre F), un corps fini, et Q, le corps des p-adiques. Si
on remplace F, par C, le corps le plus naturel & mettre a la place de Q,, est sans doute C((t)), le corps
des séries formelles. Comme Q,, il s’agit d'un corps valué : on dispose d’un certain groupe de valeurs
(ici, Z dans les deux cas) et d’une fonction v : C((t)) — Z U {oo}, qui vérifie les mémes propriétés que la
valuation p-adique. Plus précisément :

— on a v(z) = 0 si et seulement si z = 0;
— pour tous z,y € C((t)), on a v(zy) = v(x) +v(y);
— pour tous z,y € C((¢)), on a v(z +y) > min(v(x), v(y)).

Sur un tel corps, en plus des variétés algébriques, on est amené a considérer ce qu’on appelle des ensembles
semi-algébriques, définis a la fois par des équations polynomiales et par des inéquations impliquant la
valuation. Par exemple, O C C((t)), U'ensemble des points de valuation positive, est un ensemble semi-
algébrique mais pas algébrique. On notera SAlgC((t)) I’ensemble des parties semi-algébriques. On peut
encore définir le groupe de Grothendieck de celles-ci, noté KO(SAlgC((t))). L’intégration motivique se
formule alors comme suit :

Théoréme 2.3. Il existe un morphisme canonique
mot
/ : Ko(SAlg((r))) = Ko(Varc)[S™]

pour une certaine partie multiplicative S, et avec I/(\O(Varc)[S’l] la complétion de Ko(Varg)[S—1] rela-
tivement a la filtration par la dimension. Ce morphisme satisfait au théoreme de Fubini et a la formule
de changement de variable. De plus, si Y est une variété algébrique lisse sur C, on a l’égalité :

[ ver=m
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La partie multiplicative S est explicite, et avec cette description il est élémentaire de vérifier que le
polynéome de Hodge-Deligne (ou d’ailleurs celui d’Euler-Poincaré) se factorise via I/(\O(Varc)[Sfl]. Les
énonceés pour le théoréme de Fubini et la formule de changement de variable sont des analogues de ceux
que l'on connait en calcul différentiel réel (ou d’ailleurs p-adique), et on ne les écrira pas ici. Ces propriétés
justifient I'interprétation de f ™ comme une intégrale motivique.

A partir de 1, on est capable de démontrer le théoréme 2.1. Soient X et Y deux variétés algébriques
complexes de Calabi-Yau, dont on suppose qu’elles sont birationnelles. Par des arguments standard de
géométrie algébrique, on peut construire une variété algébrique Z et deux morphismes f : 7 — X, g :
Z — Y, qui sont birationnels et propres (au sens de la géométrie algébrique, mais cette propriété est
analogue & la notion de propreté en topologie, qui signifie que 'image réciproque d’un compact est un
compact). On peut alors écrire

xi= [ o)

puis tirer en arriére vers Z grace & la formule de changement de variable. Cette formule de changement
de variable donne un certain coefficient, mais I’hypothése que X est de Calabi-Yau assure que celui-ci est
trivial. En faisant la méme chose avec Y, on trouve finalement que [X] = [Y] dans I/(\O(Varc)[S —1, ce
qui prouve le théoréme 2.1.

3. QUELQUES NOTIONS DE THEORIE DES MODELES

Cette section a pour objectif de donner au lecteur quelques notions de théorie des modéles. L’objectif
de cet exposé étant introductif, le choix a été fait de ne pas chercher & donner des définitions précises,
lesquelles sont souvent extrémement lourdes en ce qui concerne les bases de la logique, mais plutdt de
développer largement les exemples qui nous intéresseront ici, ainsi que celles de leurs propriétés qui nous
intéresseront. Nous ne nous intéresserons donc pratiquement qu’aux cas des corps algébriquement clos,
des groupes abéliens ordonnés divisibles et des corps valués algébriquement clos. Ces exemples, cependant,
contiennent déja de nombreux ingrédients de théorie des modéles qui servent fréquemment dans la théorie
plus générale - les corps algébriquement clos, en particulier, forment en un certain sens une classe « de
référence » pour les théoriciens des modéles. Ainsi, au-dela de notre intérét purement pratique qui est de
permettre 'exposition de la théorie de I'intégration motivique, ces trois exemples ont un intérét propre.
Le lecteur désireux de découvrir davantage la théorie des modéles, avec une exposition plus compléte et
systématique, peut par exemple consulter les livres de Marker [Mar02] ou de Tent et Ziegler [TZ12], ou
encore les exposés de Jahnke et Hils dans [JPT18| pour ce qui concerne les corps valués.

3.1. Corps algébriquement clos. Commencons par les corps algébriquement clos. Un corps algébri-
quement clos k est un ensemble - aussi noté k - muni de constantes 0 et 1, ainsi que de fonctions
+,% : k2 = k pour I'addition et la multiplication, auxquelles on rajoute par commodité une troisiéme
fonction — : k — k pour la soustraction. On demande de plus que ces différentes constantes et fonctions
vérifient un certain nombre de propriétés. Citons-en quelques-unes :

Ve, +0=2AN0+z=2 (neutralité de 0)

Ve, y,z,x X (y+z2)=xXy+zXxz (distributivité)

Ve, 20— Jy, e xy=1 (existence d’un inverse)

Vag, ... an_1,30,2" + ap_12" "t + -+ a1x +ag =0 (caractére algébriquement clos).

On a utilisé le symbole A, qui en logique signifie « et », ainsi que la fleche — pour écrire 'implication &
I'intérieur d’une formule - souvent distinguée, en logique, de I'implication & ’extérieur des formules. On a
aussi utilisé les régles habituelles d’écriture, de priorité, etc. De fagon plus intéressante, on n’a pas précisé
sur quel domaine portaient les quantificateurs - en fait, tous portent sur k. Pour le dernier axiome, il
aurait pourtant été plus naturel de le faire précéder de Vn € IN; cependant, la logique du premier ordre
dans laquelle nous travaillons impose de n’utiliser que des quantificateurs portant sur les éléments de
la structure - en 'occurrence, sur k. Ce qui pourrait sembler une restriction technique est en réalité un
point trés important, qui va permettre entre autres choses d’établir le théoréme de compacité - notre outil
principal.

3.1.1. Un peu de vocabulaire. Comme on ’a déja implicitement indiqué, les propriétés écrites ci-dessus
sont toutes des formules, plus précisément des formules closes car elles ne dépendent d’aucun paramétre :
toutes les variables qui y apparaissent sont liées par un quantificateur. Un exemple de formule non close
serait

22 +2# 20+ 1A (Vy,32,2° +y> + 2 =5)
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ou les variables y et z sont liées, tandis que z est libre. De fagon générale, une formule pourrait étre
définie comme ce qu’on obtient & partir des symboles de notre langage (et de =; dans la suite, quand on
parle des symboles du langage, I’égalité est toujours considérée comme en faisant partie), ainsi qu’avec
les opérateurs booléens et les quantificateurs V,d, en écrivant des suites de symboles valides. On peut
ensuite définir une théorie - ici la théorie des corps algébriquement clos - comme un ensemble (cohérents)
de formules closes. L’hypothése de cohérence, ici, est sémantique : elle signifie qu’on peut trouver une
structure qui vérifie toutes ces formules (parfois appelées axiomes), comme par exemple C ou Fp la cloture
algébrique du corps fini a p éléments.

3.1.2. Complétude d’une théorie. On peut remarquer qu'une différence fondamentale existe entre C et
Fp, a savoir leur caractéristique. Dans le second, la formule p = 0 est vraie (on peut définir p, si on
veut, comme 1+ 1+ ---+ 1), mais pas dans le premier. Ceci montrer que la théorie n’est pas compléte :
elle ne décide pas de la véracité ou de la fausseté de toutes les formules closes. En revanche, on peut
prouver que préciser la caractéristique (en rajoutant un axiome p = 0 pour la caractéristique p > 0, et
une infinité d’axiomes p # 0 pour la caractéristique 0) permet de trouver une théorie compléte. Notons
ACF la théorie des corps algébriquement clos (de 'anglais algebraically closed field, il s’agit de la notation
usuelle), et ACF), la théorie (compléte) des corps algébriquement clos de caractéristique p.

3.1.3. Elimination des quantificateurs. L’exemple précédent de formule non close parait peut-étre un peu
étrange, il n’est pas habituel d’écrire une formule aussi compliquée sur un corps, on a l'impression qu’on
pourrait « mieux ’écrire », de fagon plus « simple ». De fait, en regardant de plus prés, on voit qu’elle
est équivalente (dans ACF) a
x#1

Une fagon d’exprimer le fait que cette seconde écriture est plus simple est le fait qu’elle ne comporte
aucun quantificateur. Les formules sans quantificateur sont de fait souvent plus simples & manipuler. Il se
trouve, dans le cas de ACF, que toute formule est équivalente a une formule sans quantificateur comme
la précédente : on dit que ACF élimine les quantificateurs.

Remarque 3.1. Adoptons un autre point de vue sur les formules, plus sémantique (qui s’intéressent
a ce quelles définissent) et moins syntaxique (qui s’intéresse a leur écriture). Une formule ¢(x), avec
z = (x1,...,Z,), définit un sous-ensemble de k™ pour tout k corps algébriquement clos : ’ensemble des
a=(ay,...,a,) pour lesquelles p(a) est vrai. Dire que deux formules sont équivalentes (dans k, ou dans
la théorie de k, c’est-a-dire la théorie de toutes les formules vraies dans k; ici, si k est de caractéristique
p, il s’agit de ACF},), c’est exactement dire qu’elles définissent le méme sous-ensemble de k™. Dans ce
cas, dire que ACF,, élimine les quantificateurs, c’est exactement dire que tout ensemble définissable peut
étre défini par une formule sans quantificateur. Une telle formule est une combinaison booléenne de
formules atomiques (fabriquées sans quantificateur ni opérateur booléen, seulement avec les symboles du
langage), ce qui revient a dire que Pensemble qu’elle définit est fabriqué a partir des ensembles définis par
ces formules atomiques par union, intersection et passage au complémentaire. En géométrie algébrique,
de tels ensembles sont appelés constructibles. Les quantificateurs existentiels, quant & eux, consistent a
prendre I'image d’un ensemble définissable par une projection. Ainsi, I’élimination des quantificateurs
dans ACF signifie que I'image d’un ensemble constructible est encore un ensemble constructible : on
reconnait le théoréme de Chevalley, un résultat classique de géométrie algébrique.

Cette fagon de voir les formules & travers les ensembles qu’elles définissent nous sera trés utile par
la suite. Introduisons également la notion de fonction définissable : si X et Y sont des parties définis-
sables, une fonction définissable f : X — Y est une fonction dont le graphe est définissable. Dans ACF,
par élimination des quantificateurs, on peut voir que les fonctions définissables sont les recollements de
fonctions polynomiales le long de partitions définissables (c’est-a-dire constructibles).

3.1.4. Caractére fortement minimal. Une autre propriété des corps algébriquement clos, qui découle de
I’élimination des quantificateurs, est le fait suivant :

Théoréme 3.2. Soit p(x,y) une formule, avec x une variable unaire et y un n-uplet de paramétres.
Alors, pour tout corps algébriguement clos k et tout choiz de paramétres b € k™, le sous-ensemble de k
défini par p(x,b) est fini ou cofini (c’est-a-dire de complémentaire fini).

On dit alors que ACF est une théorie fortement minimale. Ce résultat revient au fait qu’'un polynéme
a un nombre fini de racines (combiné & I’élimination des quantificateurs). En effet, on peut vérifier qu'une
combinaison booléenne de formules fortement minimales (i.e ne définissant que des ensembles finis ou
cofinis) est encore une formule fortement minimale, et alors par élimination des quantificateurs il suffit
de vérifier que les formules atomiques sont fortement minimales. Puisque les formules atomiques peuvent
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se mettre sous la forme P(z,y) = 0, on s’est bien ramenés au fait qu'un polyndéme en une variable n’a
qu’un nombre fini de racines (ou est identiquement nul).

En fait, les polynémes qu’on peut obtenir en faisant varier les paramétres sont manifestement de degré
borné, ce qui veut dire que |p(x,b)| est borné uniformément en b, et ce indépendemment du choix de k
(sur le lieu ou cette quantité est finie, bien str; sur le lieu ou elle est cofinie, on peut de méme borner le
cardinal du complémentaire). Ce genre de résultat est un exemple typique de phénoméne de compacité
que nous présenterons dans un instant : si, pour tout N, on pouvait trouver des paramétres pour lesquels
on a simultanément |¢o(z,b)] > N et |k\ ¢(z,b)| > N, alors on pourrait trouver un corps algébriquement
clos et un choix de paramétre pour lequel les deux seraient infinis.

3.1.5. Théoréme de compacité. Posons T = ACF (ou ACF,).

Théoréme 3.3. Soit ® = {p;(x,b;) : i € I} un ensemble de formules a paramétres dans k un modeéle de
T, avec x une variable n-aire. On suppose que, pour tout sous-ensemble fini ®° C ®, il existe a® € k™ qui
satisfait a toutes les formules p;(x,b;) de ®°. Alors il existe K, un modéle de T qui est une extension de
k, et un point a € K™, tel que a satisfait & toutes les formules @;(x,b;) de ®.

En réalité, ce théoréme est vraie pour toute théorie T du premier ordre. Il s’agit d’un résultat essentiel
- voire méme fondamental - pour la théorie des modéles. Ses applications sont extrémement variées; on
a pu en voir une juste au-dessus. Le fait que T soit la théorie des corps algébriquement clos n’a aucune
importance ici : le méme énoncé reste vrai en remplacant T par une autre théorie, en particulier celles
que nous étudierons dans la suite.

Détaillons 'application du théoréme de compacité pour obtenir des bornes uniformes :

Proposition 3.4. Soit o(x,y) une formule, avec x une variable unaire et y un n-uplet de parametres. Il
eziste alors un entier N tel que, pour tout corps algébriquement clos k et tout choix de paramétres b € k™,
le sous-ensemble de k défini par o(x,b) ou son complémentaire soit de cardinal inférieur ou égal & N.

Démonstration. Pour simplifier, on suppose qu’on a fixé la caractéristique et qu’on travaille donc dans
la théorie compléte ACF,. Soit ¢, (y) la formule qui affirme qu'il existe z1,...,2, et 27,..., 2] deux
a deux distincts tels que, pour tout ¢ = 1,...,n, on ait p(x;,y) A —(x},y) (o — est le symbole qui
signifie « non »). Il s’agit bien d’une formule du premier ordre, de la famille de celles avec lesquelles nous
travaillons. Si la proposition était fausse, alors pour tout n il existerait un modéle de ACF, qui contient
une réalisation de v,,. Par complétude de ACF,, tout modéle de ACF, contient une réalisation de vy,.
Fixons-en un, appelé k. On peut alors appliquer le théoréme de compacité a la famille {¢,(y) : n € N},
ce qui fournit un modele K de ACF, et un point b € K™ qui réalise tous les 1, simultanément. En
particulier, le sous-ensemble de K défini par ¢(z,b) n’est ni fini ni cofini, ce qui est absurde. O

3.2. Groupes abéliens ordonnés divisibles. Commencons par introduire la notion de groupe abélien
ordonné divisible, qu’on peut voir comme une généralisation de R ou de Q :

Définition 3.5. Un groupe abélien ordonné est (T',0,4, <) tel que :
(1) (T, +) est un groupe abélien de neutre 0;
(2) (T, <) est un ensemble ordonné;
(3) l'addition préserve 'ordre, c’est-a-dire que pour tous a,b,c € ', on a
a<b << a+c<b+ec.

De plus, on dit que I' est divisible s’il ’est en tant que groupe abélien, c’est-a-dire si pour tout v € '
et tout n € N, il existe v/ € T" tel que n-+" = . Dans ce cas, 7’ est nécessairement unique.

Comme précédemment, on voit qu’il s’agit d’un ensemble, muni d’une constante 0, d’'une fonction +
pour l'addition (et aussi, pour simplifier ’écriture, d’une fonction — pour la soustraction), avec en plus un
nouveau type d’objet : une relation <, qu’on peut voir comme un sous-ensemble de I'2. 11 doit satisfaire
un certain nombre d’axiomes, qu’on peut écrire en logique du premier ordre & nouveau - c’est-a-dire en ne
quantifiant que sur les éléments de I'. Il est & noter que, pour cela, comme pour les corps algébriquement
clos, la condition de divisibilité doit étre écrite avec une infinité d’axiomes, un pour chaque n. On obtient
ainsi une théorie DOAG (de langlais divisible ordered Abelian groups), qui est compléte et qui élimine
les quantificateurs. En revanche, elle n’est absolument pas fortement minimale, puisque

I't'={yel:y>0}
est définissable, infini, de complémentaire infini.
On voit que 'ordre constitue une obstruction au caractére fortement minimal de DOAG. En fait, on

peut obtenir une sorte d’orthogonalité entre les corps algébriquement clos et les groupes abéliens ordonnés
divisibles.
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3.3. Corps valués algébriquement clos. Comme on a pu le voir dans la section 2, pour faire de
I'intégration motivique, il nous faudra étudier les corps valués. Nous ne nous intéresserons ici qu’aux
corps valués algébriquement clos :

Définition 3.6. Un corps valué algébriquement clos (K,T',v) est un corps K, supposé algébriquement
clos, muni d’une valuation v & valeurs dans un groupe abélien ordonné T" (ainsi qu’en un point oo), de
sorte que :

(1) v(z) = oo si et seulement si x =0;
(2) v(zy) = v(z) + v(y) pour tous z,y € K ;
(3) v(z 4+ y) > min(v(x),v(y)) pour tous x,y € K.

On demande généralement aussi que v : K* — T soit surjective. Son anneau des entiers est O = {z €
K :v(x) > 0}, qui posséde un unique idéal maximal m = {z € K : v(z) > 0}. Le quotient ¥ = O/m est
appelé corps résiduel de K.

Puisque K est algébriquement clos, on peut vérifier que I' est nécessairement divisible et k algébrique-
ment clos. En particulier, dans la section 2, les corps valués considérés (Q,, et surtout C((t))) n’étaient
pas algébriquement clos. Néanmoins, nous allons dans la suite considérer des corps algébriquement clos,
pour les deux raisons suivantes :

— la théorie des modéles des corps algébriquement clos est extrémement riche et bien comprise;
— c’est le cadre le plus simple pour que 'intégration motivique de Hrushovski-Kazhdan fonctionne.

Il est a noter que d’autres théories de I'intégration motivique emploient d’autres cadres, notamment
Cluckers-Loeser (qui emploie aussi la théorie des modéles) et qui utilise C((t)).

Contrairement a ce qui se passait pour les corps algébriquement clos et les groupes abéliens ordonnés
divisibles, un corps valué comporte plusieurs sortes : on ne peut pas comparer un élément du corps et un
élément du groupe de valeurs. Cela ne pose pas de difficulté particuliére du point de vue de la théorie des
modéles, qui peut parfaitement fonctionner sur des théories a plusieurs sortes. Notons tout de méme qu’il
y a de nombreux choix possibles de sortes pour les corps valués. Par exemple, il est possible de regarder
une théorie dont les trois sortes seraient (K,T',k) (corps valué, groupe de valeurs, corps résiduel), mais
aussi une théorie qui n’aurait qu’une seule sorte (pour le corps valué), avec une relation unaire (c’est-a-dire
une partie de K') pour anneau des entiers. Ici, nous choisirons de travailler avec trois sortes (K, RV,T").
La sorte du milieu, RV, est un groupe, défini par RV = K*/(1 + m). On dispose donc de morphismes
de groupes rv : K* — RV et vr : RV — T, dont la composée redonne la valuation (du moins sur K*;
si on veut retrouver la valuation sur tout K, on peut par exemple rajouter un point oo & RV, et définir
rv(0) = o). Toutes les théories de corps valués que nous avons décrites sont « les mémes », en un sens
précis de la théorie des modéles : elles sont interprétables les unes dans les autres.

Expliquons le sens de RV. On a une suite exacte

1—-k* =2RV-sT—1.

Ainsi, RV est un amalgame entre le corps résiduel et le groupe de valeurs (d’ou son nom : R pour
résiduel, V pour valeurs). Il est utile de comprendre les classes d’équivalence de K™ associées & RV ; pour
cela, nous regardons I’exemple de K = C((t)). Un point de K* s’écrit de fagon unique

= at’@(1+ty),

avec y € C[[t]]. Le facteur at’®) est le terme dominant de la série de Laurent z. Ainsi, dire que deux
points x et y de K* ont la méme image dans RV, c’est dire qu’ils ont le méme terme dominant. En
général, on n’a pas de section canonique de la suite exacte précédente (la o, pour C((¢)), une section est
induite par n € I' = Z — ™).

Une fois ce choix de sortes effectué, on dispose d’un langage des corps valués qui lui est associé. Ce
langage est celui des corps sur K, des groupes abéliens ordonnés divisibles sur I' et des groupes sur RV
(soit 1, X et inv la fonction inverse). On met de plus deux symboles pour relier les sortes entre elles : la
fonction rv et la fonction vr, définies précédemment. On peut alors transcrire les propriétés énoncées plus
haut en axiomes, et ainsi obtenir la théorie ACVF des corps algébriquement clos (en anglais, algebraically
closed valued fields). Elle n’est pas compléte, puisqu’il faut encore préciser la caractéristique de K et de
son corps résiduel (avec la contrainte que, si K est de caractéristique p > 0, alors le corps résiduel aussi).
Les théories ACVF(p, ¢) obtenues en imposant que K soit de caractéristique p et son corps résiduel de
caractéristique ¢ sont, quant a elles, complétes.

Un fait fondamental, di & Robinson [Rob77], est le suivant :

Théoréme 3.7. La théorie ACVF élimine les quantificateurs.
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Pour rappel, un ensemble semi-algébrique est un ensemble défini par des équations polynomiales et par
des inéquations entre des valuations de polynémes. En particulier, on déduit que théoréme que, sur la sorte
K, les parties définissables (éventuellement avec des paramétres) sont les ensembles semi-algébriques.

1l est également important de noter les deux faits suivants (qui suivent de I’élimination des quantifi-
cateurs) :

Corollaire 3.8. (1) La structure induite par ACVF sur la sorte T est celle de groupe abélien ordonné
divisible. Autrement dit, dans tout modéle M = (K, RV, Tar) de ACVE, une partie définissable
de T'p; par une formule de ACVF et avec des parameétres dans M est déja définissable par une
formule de DOAG et avec des parameétres dans Tpy.

(2) La structure induite par ACVF sur le corps résiduel est celle de corps algébriquement clos.

Remarque 3.9. On peut voir le corps résiduel comme le noyau de lapplication vr (au 0 prés, du moins).
Du point de vue de la théorie des modéles, les détails tels que la présence ou l’absence de 0 dans I’ensemble
ainsi défini n’ont que peu d’importance. Ils ne changent pas la combinatoire des parties définissables, et
on peut y remédier si on le souhaite, au prix de grandes lourdeurs dans les définitions - et c’est pourquoi
il est plus fréquent de s’en abstenir.

Démonstration. Comme pour le caractére fortement minimal de ACF, par élimination des quantificateurs
et stabilité du résultat par combinaison booléenne, il suffit de traiter le cas des formules atomiques, ce
qui se fait de fagon élémentaire en remarquant qu’une formule atomique ne peut avoir qu’un nombre trés
limité de formes. (Il

4. UNE ESQUISSE DE L’APPROCHE DE HRUSHOVSKI ET KAZHDAN

Une intégrale motivique, informellement, est un morphisme d’un groupe de Grothendieck de parties
semi-algébriques sur un espace d’arcs (pour ce qui nous préoccupe, sur un corps valué) vers un groupe
de Grothendieck de variétés algébriques sur un corps, qui satisfait de plus certaines propriétés comme le
théoréme de Fubini ou la formule de changement de variables.

L’intégration motivique de Hrushovski et Kazhdan [HKO06] se situe dans cet esprit. La différence ma-
jeure avec l'intégration motivique « géométrique » de Kontsevich ou Denef-Loeser [DL9IS8] est le recours a
la théorie des modéles comme cceur technique des preuves, ce qui évite notamment d’employer de puis-
sants résultats de résolution des singularités. Nous allons commencer par définir précisément la source
et le but de l'intégrale de Hrushovski et Kazhdan. La construction de celle-ci est ensuite trés simple,
la difficulté est de montrer ses propriétés (A commencer par la bonne définition). Nous n’en ferons rien,
laissant 1a les détails techniques. Nous ne chercherons pas non plus & expliquer les différentes variantes de
cette intégrale (dans larticle d’origine de Hrushovski et Kazhdan, on compte déja un grand nombre de
différentes intégrales, avec ou sans forme volume, avec différents choix de caractéristique d’Euler...). Nous
ne traiterons que le cas le plus simple, celui de 'intégrale motivique sans forme volume, sur ACVF(0,0).
Une intégrale motivique sans forme volume est davantage & interpréter comme une vaste généralisation
de la caractéristique d’Euler. Le cas qui correspond vraiment a 'intuition de 'intégration est celui avec
forme volume, plus lourd & expliquer, mais techniquement proche du précédent.

Remarque 4.1. Dans toute cette section, « définissable » signife « définissable sans paramétres ». Plus
précisément, on fixe ensemble des paramétres (qui doit étre dans la sorte K), et seuls des paramétres
dans cet ensemble sont autorisés.

Dans toute la suite, sauf mention contraire, on suppose toujours qu’on travaille en caractéristique nulle
(c’est-a~dire que les corps valués aussi bien que leurs corps résiduels sont de caractéristique nulle).

4.1. La source. Une notion de dimension est nécessaire & l'intégrale. On définit donc des catégories
K{n,-], dont les objets sont les parties définissables X de (modéles de) ACVF dans les sortes K et RV,
telles qu’il existe une fonction définissable f : X — K™ x RV* a fibres finies (ou l'exposant * désigne
simplement un exposant quelconque; si 'on veut, il existe m tel qu’il existe une fonction définissable
f: X — K™ x RV™). Les morphismes, dans cette catégorie, sont les fonctions définissables. Définissons
également K[n| comme étant la sous-catégorie pleine de K[n, | des objets X pour lesquels il existe une
fonction définissable & fibres finies f : X — K™ (une sous-catégorie pleine est la donnée d’une sous-famille
d’objets d’une catégorie, et on conserve les morphismes de la catégorie initiale). On peut alors poser K[x]
I'union disjointe des K[n],n > 0. Posons également K[< n] =], ., K[m].

Il est alors possible de considérer le groupe de Grothendieck de ces catégories, défini comme précédem-
ment par générateurs et relations, et noté par exemple K(K[*]) pour K[x]. Celui-ci est un anneau.
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4.2. Le but. De méme, une notion de dimension va étre nécessaire. Mais d’autres subtilités apparaissent.
Soit RV[n| la catégorie des paires (U, f), avec U C RV* une partie définissable et f : U — RV" a fibres
finies. Un morphisme g : (U, f) — (U’, f’) est une fonction définissable g : U — U’, sans condition de
compatibilité aux fonctions f et f’. On peut alors définir RV[+] comme étant I'union disjointe de ces
catégories, puis Ko(RV][#]) son groupe de Grothendieck. Il s’agit d’un anneau.

4.3. Le morphisme L. Soit (U, f) € Ob RV[n]. On pose :
LU, f)=U Xsp (K*)".

Ainsi, les points de L(U, f) sont les couples (u,z), avec u € U et & € (K*)™ tels que rv(z) = f(u).
Remarquons que la projection (u,z) € L(U, f) — x € K™ est a fibres finies, car c’est le cas de f. On a
donc obtenu une fonction

ObRV[n| — Ob K[n]

Cette fonction n’est pas un foncteur a priori, car cela pose des problémes de choix de relévement.
En revanche, il est clair que c’est compatible aux unions disjointes et aux produits cartésiens (et donc,
dans les groupes de Grothendieck, £ pourrait étre un morphisme d’anneaux). On a de plus les résultats
suivants :

Proposition 4.2. (1) L’image de L : ObRV[n] — Ob K[n] rencontre toutes les classes d’isomor-
phisme.

(2) Soient (U;, f;) € ObRVI[x|,i = 1,2. Alors L(Uy, f1) et L(Us, f2) sont isomorphes si et seulement
si [Uy, f1] — [Us, f2] est dans lidéal engendré par [11] — ([1o] + [RVso]).

Ici, on a noté 1, € ObRV([n] le couple ({1},id), et RV5o € ObRV[%] le couple ({z € RV : vp(z) >
0},id). On peut voir que £(11) est bien isomorphe a £(1p) UL(RVo). En effet, le premier est I’ensemble
des (1,z) € RV x K* tels que rv(z) = 1 et est donc en bijection définissable avec 1 + m, donc avec m.
Le second, quant & lui, est I'union disjointe d’un point avec I'ensemble des (u,x) € RV x K* tels que
vr(u) > 0 et u =rv(z). Il est donc en bijection définissable avec I’ensemble des 2 € K* tels que v(z) > 0,
soit exactement m \ {0}.

On a également le résultat suivant, plus difficile :

Proposition 4.3. Soit g : (U, f1) — (Ua, f2) un morphisme de RV[n]. Alors il existe un morphisme
G: LUy, f1) = L(Us, f2) qui reléeve G, c’est-a-dire que pour tout (u,z) € L(Uy, f1), si on écrit G(u,z) =
(ug, z2), alors us = g(u).

Remarque 4.4. Ce relévement existe, mais n’est pas canonique. On n’a donc toujours pas un foncteur.
Cependant, avec les résultats précédents, cela va suffire & conclure.

Nous pouvons & présent énoncer le théoréme principal de ce mémoire (Hrushovski et Kazhdan, [HK06],
Theorem 8.8) :

Théoréme 4.5. Soit I l'idéal engendré par [11] — ([1o] +[RVso]) dans Uanneaw Ko(RV[x]). Il existe alors
un unique tsomorphisme d’anneaux

/mo s Ko(K[+]) = Ko(RVI[*])/T
tel que, pour tout (U, f) € ObRV[*] et X € Ob K[*], on ait
[ I = 0.0 € Ko(@VED/T = X = (2. )] € Ko(KT)

Remarque 4.6. Comme indiqué précédemment, cet isomorphisme satisfait également un théoréme de
Fubini. La formule de changement de variable, dans ce cas, revient plus ou moins au fait que deux
ensembles en bijection définissable ont la méme intégrale. Dans la version avec forme volume de cette
méme intégrale, ces deux théorémes prennent des formes plus proches des formes habituelles dans un
cours de calcul intégral réel.

Démonstration. La bonne définition vient de la premiére proposition énoncée ci-dessus : elle permet de
vérifier que, étant donnée une classe d’isomorphisme de Ob K|[#], elle rencontre I'image de £, puis de
voir que l'intégrale motivique obtenue ne dépend pas du représentant. La surjectivité est évidente. Enfin,
linjectivité est conséquence de la seconde proposition (avec encore quelques arguments, mais plus rien
de trés technique). O

Toutes les propositions intermédiaires reposent sur une étude approfondie de la théorie des modéles
des corps valués algébriquement clos de caractéristique nulle.
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Question 4.7. Est-il possible de développer semblable théorie de I'intégration motivique en caractéris-
tique strictement positive ?

A ce jour, toutes les théories de I'intégration motivique fonctionnent seulement en caractéristique nulle
- soit, dans le cas des théories de Cluckers-Loeser et Hrushovski-Kazhdan, & cause d’une mauvaise com-
préhension de la théorie des modéles des corps valués algébriquement clos en caractéristique strictement
positive (par exemple, on ne connait pas de bonne théorie de la dimension), soit, dans le cas de l'intégra-
tion motivique de Denef-Loeser, parce qu’appliquer cette théorie requiert des résultats d’élimination des
singularités, démontrés par Hironaka en caractéristique nulle mais toujours inconnus en caractéristique
strictement positive.

5. QUELQUES EXEMPLES D’APPLICATIONS ET CONJECTURES

Pour finir, citons quelques exemples d’applications de l'intégration motivique et de conjectures. Tous
les exemples cités ici n’emploient pas I'intégration motivique de Hrushovski et Kazhdan, certains utilisent
I'intégration motivique de Denef-Loeser ou de Cluckers-Loeser.

5.1. Fonction ¢ d’Igusa et conjecture de monodromie. L’un des principaux domaines d’applica-
tions de l'intégration motivique est la théorie des singularités, avec par exemple une généralisation au-dela
des corps locaux de la notion de densité locale (Forey, [Forl7]), ou encore, grace au théoréme de Larsen-
Lunts [LLO1], de nombreuses applications a la géométrie birationnelle. L'une des principales motivations
au développement de l'intégration motivique et a son utilisation en théorie des singularités, néanmoins,
est la conjecture de monodromie d’Igusa, pour la présentation de laquelle nous suivons Chambert-Loir,
Nicaise et Sebag [CNS18].

Soit f : C? — C une fonction analytique non constante, et posons Vi = f71(0). Soit « € V;. Dans ce
cas, V; est un sous-espace analytique de X, de pure codimension 1. Pour €, > 0, on note B(z, €) la boule
ouverte dans X de centre z et de rayon e (définie via un plongement de X dans CV, pour N assez grand,
au voisinage de x), et D(0,7) le disque ouvert de centre 0 et de rayon 7, ainsi que D*(0,7) = D(0,7)\ {0}
sa version épointée. On définit la fibration de Milnor ([Mil68]) grace au théoréme suivant :

Théoréme 5.1. Soit €,n > 0. Si € est suffisamment petit, et n suffisamment petit par rapport a €, alors
Uapplication analytique

fo: Bz, e) 0 f7H(D*(0,m)) = D*(0,m),

déduite de f par restriction, est une fibration localement triviale de variétés C.

La fibre de cette fibration est appelée fibre de Milnor, et nous la notons F. Il s’agit d’un invariant
de la singularité. D’autre part, on dispose d’un lacet naturel dans la base de la fibration D*(0,7). Ce
lacet induit une application de la fibre dans elle-méme, notée M, : F, — F,, bien définie & homotopie
prés. En particulier, M, induit un automorphisme de la cohomologie singuliére & coeflicients entiers de
F'. On suppose désormais que f € Clzq,...,z4] est un polyndme, et que ses coefficients sont algébriques ;
en particulier, ils sont contenus dans un certain corps de nombres L (i.e. dans une certaine extension
finie de Q). Soit v une place non archimédienne de L, c’est-a-dire une valuation non triviale sur L (qui
en fait donc un corps valué), et soit K la complétion de L pour cette valuation. Soit ® : K¢ — C une
fonction continue et a support compact (en particulier, ® est localement constante, car K est totalement
discontinu). On peut alors considérer la fonction zéta locale d’Igusa :

Zy(®, f,5) = /Kd |f(2)]°®(z)dx .

11 s’agit d’une fonction rationnelle en ¢j°, oit gk est le cardinal du corps résiduel de K.

Conjecture 5.2 (Conjecture de monodromie d’Igusa). Soit « € C un pdle de la fonction zéta locale
d’Igusa Zg (®, f,s). Alors il existe un point x € V;(C) tel que exp(2inRe () soit une valeur propre de
laction de monodromie M, sur la cohomologie de la fibre de Milnor F, de f en x.

Cette conjecture posséde un analogue motivique, dit & Denef et Loeser [DL98] et depuis également
développé dans les autres théories d’intégration motivique, par exemple par Fichou et Yin [FY21], ce
qui permet d’avoir plusieurs regards sur le méme objet. La conjecture motivique implique la conjecture
d’origine - du moins, en grande caractéristique résiduelle. Elles constituent un important sujet d’étude
en théorie des singularités.
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5.2. Lemme fondamental. L’intégration motivique, telle que nous ’avons définie, est purement géomé-
trique, c’est-a-dire qu’on travaille sur un corps algébriquement clos. Mais il est possible de développer des
variantes arithmétiques (Denef et Loeser, dans [DL99], en donnent le premier exemple). Dans celles-ci, le
corps résiduel n’est pas fini - du point de vue de la théorie des modéles, c’est a éviter - mais pseudo-fini,
c’est-a-dire, en bref, qu’il s’agit d’un modéle infini de la théorie des corps finis (laquelle « ne sait pas »
que ces corps sont finis, d’aprés le théoréme de compacité : en effet, il y en a d’arbitrairement grands).
Ces corps se comportent & bien des aspects comme les corps finis, et un résultat vrai pour les corps
pseudo-finis, en théorie des modéles, est vrai pour tous les corps finis suffisamment grands.

Certains résultats de nature plutét arithmétique ont été démontré dans un contexte d’intégration
motivique, comme la formule de Poisson motivique de Hrushovski et Kazhdan ([HK09]), qui ne fait pas
appel a de 'intégration motivique mais s’en inspire.

Une application remarquable de la théorie de l'intégration motivique (de Cluckers-Loeser, sur des corps
pseudo-finis) est la preuve que Forey, Loeser et Wyss ont donnée en 2024 [FLW24] d’une version moti-
vique du lemme fondamental. Il ne sera pas question ici de ce qu’est le lemme fondamental - & ce sujet,
on se reportera par exemple a I’exposé de Hales au séminaire Bourbaki, [Hall2]. Il s’agit d’un résultat
extrémement important du programme de Langlands, conjecturé dans les années 1980 par Langlands et
Shelstad et abondamment utilisé par la suite, notamment par Arthur pour établir la classification endo-
scopique des représentations des groupes classiques. Il n’a été démontré qu’en 2008, par Ngo ([Ngo10]),
en utilisant des faisceaux pervers. Une autre preuve, diie & Groechenig, Wyss et Ziegler ((GWZ19]) et
datant de 2019, emploie I'intégration p-adique. C’est cette preuve que Forey, Loeser et Wyss ont adaptée
pour obtenir une version motivique, formalisant ainsi 'intuition selon laquelle le lemme fondamental est
de nature géométrique. Un aspect trés intéressant de cette preuve est le fait que le recours a l'intégration
p-adique (ou motivique) permet d’ignorer ce qui se passe sur le lieu non générique : en effet, le lieu
générique forme un ouvert dense, et pour calculer une intégrale chacun sait qu’il est toujours possible de
se restreindre a un ouvert dense du domaine. Il est possible que cette approche via I'intégration p-adique
permette de traiter les quelques cas encore ouverts du lemme fondamental (& savoir le lemme fondamen-
tal pondéré d’Arthur et le lemme fondamental pondéré non standard de Waldspurder), ce qui, comme
lindiquent Atobe, Gan, Ichino, Kaletha, Minguez et Shin dans [Ato+25], permettrait de clore la preuve
de la classification endoscopique d’Arthur pour les groupes classiques.

Toujours sur le lemme fondamental, un apport de la théorie des modéles joue un roéle important. En
effet, le lemme fondamental est habituellement utilisé sur Q,, ou plus généralement en caractéristique
mixte. Or les différentes preuves citées ici fonctionnent seulement en caractéristique positive. Pour passer
de 'un a l'autre cas, deux techniques de preuve sont possibles. La premiére, dtie & Waldspurger [Wal06]
[Wal09], est purement ad hoc. La seconde, dite & Cluckers, Hales et Loeser [CHLO7], consiste a exploiter un
principe plus général énoncé par Cluckers et Loeser [CL10] dans le langage de leur intégration motivique.
Ce principe affirme, grosso modo, que, en caractéristique résiduelle suffisamment grande, 1’égalité de deux
fonctions constructibles - et, partant, de deux intégrales p-adiques de fonctions constructibles, par exemple
- sur un certain corps local F' ne dépend que du corps résiduel de F'. Il existe encore un certain nombre de
variantes du lemme fondamental pour lesquelles le transfert n’a pas été établi ; il est hautement probable
que les techniques de Cluckers et Loeser s’appliquent & ces cas également, ’objectif étant donc de parvenir
& exprimer certaines intégrales dans le langage de la théorie des modéles.

6. CONCLUSION

L’intégration motivique, on ’a vu, est un outil qui s’inspire de l'intégration p-adique (et, de fagon plus
lointaine, de l'intégration sur les réels), en permettant a la fois :
— de la généraliser au-dela des seuls corps locaux (c’est-a-dire localement compacts ; il coincident
avec les corps de groupe de valeurs Z et de corps résiduel fini), par exemple & des corps trés
concrets et souvent utilisés comme C((t)) ;

— de calculer des invariants plus fins qu’un volume ou une caractéristique d’Euler, a savoir une classe
dans un groupe de Grothendieck des variétés, lequel posséde des spécialisations & de nombreux
invariants cohomologiques.

Elle présente cependant certaines limitations : elle n’est disponible qu’en caractéristique résiduelle
nulle, et les calculs au-dela de certains classes bien comprises de corps sont particuliérement difficiles. On
peut cependant nuancer le premier point. En effet, le lecteur aura peut-étre remarqué que, pour I'appli-
cation au lemme fondamental, nous avons appliqué l'intégration motivique en caractéristique résiduelle
strictement positive. En fait, nous avons pu le faire car nous ne travaillions pas en caractéristique fixée,
mais uniformément pour tout premier, et dans ce cas, grace au théoréme de compacité, les résultats vrais
en caractéristique nulle demeurent vrais en grande caractéristique.
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L’intégration motivique posséde des applications & des domaines variés, comme la théorie des singula-
rités ou la géométrie arithmétique. Elle permet de traiter efficacement certaines questions, en particulier
lorsqu’il s’agit d’obtenir des résultats de transfert ou de prouver 'uniformité de certaines bornes - encore
une fois, tout cela découle plus ou moins du théoréme de compacité et de résultats d’élimination des
quantificateurs dans les corps valués (sous une hypothése d’hensélianité).
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