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Résumé

Quand un ensemble de données statistiques existe dans un espace de grande dimension, la dis-
tance euclidienne n’est pas toujours la plus adaptée pour évaluer la proximité réelle entre les objets
initiaux représentés par deux points donnés. On s’intéresse ici a des déformations de la métrique eu-
clidienne, appelées changements conformes, via une fonction positive qui dépend de la distribution
sous-jacente aux données. Ce type de métriques a déja été beaucoup érudiée ces dernicres années et
savere un outil puissant en science des données, par exemple pour traiter des problémes d’apprentis-
sage semi-supervisé ou de classification, la o1 la métrique euclidienne n’exploite pas efficacement la
géométrie de la distribution sous-jacente aux données. La distance de Fermat est un exemple de mé-
trique qui déforme lespace en rapprochant les points dans les zones de forte densité de la mesure.
Cependant, plusieurs problemes se posent concernant son analyse théorique, et sa définition se res-
treint aux mesures possédant une densité. On introduit une variante de la distance de Fermat définie
pour n’importe quelle mesure, qui consiste & remplacer la densité par la distance-a-la-mesure (DTM)
introduite par (CHAZAL et al. 2011) dans le but de palier ces limitations. Il en découle une nouvelle
métrique, appelée Fermat-distance-a-la-mesure (FDTM), pour laquelle un certain nombre de résul-
tats de stabilité par rapport a la mesure et d’estimation ont déja été montrés (TAUPIN et al. 2025).
Ce document constitue une introduction a ces métriques ainsi qu’a divers outils de géométrie et de
probabilités qui permettent d’analyser leur estimation.

1 Introduction

Je présente dans ce document un sujet sur lequel je vais travailler dans le cadre de ma these au Laboratoire
de Mathématiques d’Orsay sous la direction de Frédéric Chazal. Ce sujet s’inscrit dans le domaine de
Ianalyse topologique des données, un domaine relativement récent qui s’intéresse a I'étude des propriétés
topologiques et géométriques de données statistiques. L'utilisation de métriques adaptées a la distribution
des données est un exemple d’outil typiquement utilisé pour inférer ce genre d’informations. De plus, cette
démarche présente un intérét particulier dans I'optique de réduction de dimension des données, un sujet
trés important en statistiques.



Changements conformes Lagéométrie conforme désigne I'étude de variétés munies d’une classe d’équi-
valence de métriques riemanniennes, oi deux métriques sont équivalentes si elles sont égales modulo une

déformation contrdlée par une fonction lisse appelée facteur conforme. Les résultats recherchés dans ce

domaine sont souvent pour une variété donnée des questions d’existence d’un changement conforme par-

ticulier qui exhibe des propriétés remarquables, par exemple une courbure constante (YAMABE 1960). Ici,

on emprunte le terme “changement conforme” (ou métrique conforme) pour désigner la déformation de

la métrique riemannienne. Le point de vue est cependant assez différent : on fixe un changement conforme

particulier et on cherche a obtenir des informations quantitatives sur la métrique associée et la géomé-

trie de ses plus court chemins. Soit A4 une sous-variété diftérentielle connexe de RP.* Le changement

conforme par une fonction strictement positive f est une distance sur M définie par

1
Dy E inf /0 FHO @ de 0

yelar(xy

ou I’y (%, y) est l'ensemble des chemins Lipschitz-continus y : [0,1] — A reliant x 4 y.* On rappelle
que pour un tel chemin y, le théoréme de Rademacher affirme que la dérivée  est définie presque partout

1
def .
|7|=/ 71l < oo
0

Ce type de métrique s’inscrit dans le cadre des espaces de longueur tel que définis dans (BURAGO et al.

et la longueur euclidienne de y est finie :

2001). En particulier, (BURAGO et al. 2001, Proposition 2.5.19) garantie l'existence quelque soient les ex-
trémités x et y d'une géodésique minimisante — raccourci en géodésique dans le reste de ce document —
Cest-a-dire d’un chemin y réalisant I'infimum en Equation (1). Si £ est la fonction constante égale 21, D1
coincide avec la métrique riemannienne D,z induite par 'espace ambient RP. La Section 2 s’intéresse au
probleme d’estimation d’une métrique conforme a partir d’un nuage de points, introduisant notamment
le concept géométrique de reach pour y parvenir. En pratique, on s’intéresse a des facteurs conformes f
qui dépendent d’une mesure p sur M.

Distance de Fermat? Etant donnée une mesure de probabilité x a densité p par rapport ala forme volume
sur M — qui joue le réle de mesure uniforme sur A4 — et un parametre # > 0, la distance de Fermat
continue est le changement conforme par p=* :

def . _
Fup(%y) = Dy pe(xy) = 1r;f /}/ﬁ £, ()

D’autre part, pour un nuage de point X C RP etun parametre > 1, la distance Fermat discréte est définie
comme la distance induite par le graphe pondéré de sommets X et de poids les distances euclidiennes a la

1. On pourrait se placer dans un cadre plus général que celui des variétés. Ici on s’assure simplement d’avoir un cadre com-
mun pour les différents points abordés dans ce document.

2. On considére généralement 'ensemble plus large des chemins rectifiables, ce qui signifie essentiellement que la notion
de longueur du chemin a du sens. Un chemin étant rectifiable si et seulement si il peut-étre reparamétré en chemin Lipschitz—
continu, ce choix n’a aucun impactici.

3. Le terme distance de Fermat est inspiré du principe de Fermat en optique, qui affirme que le chemin emprunté par
la lumiére minimise I'intégrale de I'indice de réfraction. Ici, une puissance négative de la densité joue le role de cet indice de
réfraction.
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A def .

FX,a(x,)’) = min - § ||xz'_xz'+1”[x (3)
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ou I'infimum est pris sur I'ensemble des suites finies de points dans X dextrémités x et y. Cette défini-
tion favorise les chemins composés de courtes arétes, et donc les détours dans des zones de forte densité
de points. Si X, est un échantillon de 7 points tirés de maniere i.i.d. a partir de la mesure g, alors il est
montré que sous des hypotheses appropriées la distance de Fermat discréte £y, , converge en un sens vers
la distance de Fermat continue (GROISMAN et al. 2022) & mesure que le nombre de points augmente :

lim nﬁﬁxm,x = Audlp p-s. (4)
n—+00

ou « et f sont reliés par la relation 8 = ”‘7_1 et A, 4 est une constante non connue. La capacité 4 estimer
la distance de Fermat a partir d’'une métrique tres simple sur un échantillon de points est intéressante,
cependant la constante 1, s qui apparait d(i 2 des phénomenes de percolation de premier passage constitue
un obstacle a la bonne compréhension de cette convergence et de la variance du processus. En particulier,
il n’existe aucune estimée de vitesse de convergence 4 moins d’imposer des hypotheses tres strictes sur la
régularité de la densité p (FERNANDEZ et al. 2023; GARCIA TRILLOS et al. 2024). Par ailleurs, la définition
de la distance de Fermat continue impose l'existence d’une densité f, ce qui restreint toute garantie de
convergence de la distance de Fermat discréte aux mesures a densité. Ces limitations sont la motivation
pour I'introduction de la FDTM.
Concernant les applications de la distance de Fermat,des exemples possibles sont 'application a I'estima-
tion de Laplaciens de graphe pour de la segmentation d’images (GARc1A TRILLOS et al. 2018) et I'estima-
tion de diagrammes de persistence (FERNANDEZ et al. 2023). On s’attend 4 ce que la FDTM puisse étre
utilisée pour ces mémes applications.

Distance-a-la-mesure La DTM d’une mesure g sur RP est une fonction s'interprétant comme la dis-
tance 4 une certaine fraction 7 € (0, 1) de masse de . Elle se comporte ainsi similairement a I'inverse de
la densité p de # quand cette derniére existe, mais est définie en toute généralité et sur I'espace tout entier.
Cette similitude est renforcée par le fait que la DTM converge (modulo une normalisation appropriée)
vers jo_/’) pour un certain 8 quand le parametre 7 sapproche de 0 (B1au et al. 2011). Par ailleurs, la DTM
dispose de plusieurs propriété de stabilité (CHAZAL et al. 2011) qui en font un bon candidat pour induire
une métrique robuste aux perturbations de la mesure mais représentative de la géométrie des données. On
définit donc la FDTM comme le changement conforme par la DTM.

La définition de ces objets est détaillée en Section 3. Plusieurs résultats ont déja été obtenus sur la FDTM
dans un cadre légerement différent ot le chemins peuvent quitter le support. Ces résultats sont dispo-
nible sous la forme d’une pré-publication (TAUPIN et al. 2025) et les points essentiels sont présentés en
Section 3.2. Principalement, il est possible d’estimer la FDTM sous réserve d’hypotheses peu restrictives
sur la mesure, et ce avec des garanties explicites et indépendantes de la dimension ambiante sur la vitesse de
convergence. Enfin, on conclut en Section 3.3 en donnant une idée des résultats quon s’attend a obtenir
sur la vitesse destimation de la FDTM a l'aide des différents résultats présentés dans ce document.



2 Estimation de la métrique riemannienne induite

Dans cette section, on fixe un domaine M ¢ RP et lobjectif est de réussir a estimer efficacement la distance
Dps(x, y) a partir d’'un échantillon de points de A1 Le raisonnement détaillé ici pourra ensuite étre adapté
au cas d’une métrique conforme tant que le facteur conforme est Lipschitz et minoré, comme ce sera le cas
pour la DTM. Plusieurs résultats non publiés ont déja été établis dans ce sens mais ne sont pas détaillés ici.
Afin de contréler la distortion des chemins sur le domaine, on introduit une hypothése sur la régularité
de M aTaide de la notion de reach.

2.1 Ensembles de reach positif

On note M” = {x € RP : d(x, M) < r} le r-épaississement de M ot1 d(x, M) désigne la distance
euclidienne de x a 'ensemble 1.

Définition 2.1 (Reach). Soit M C RP. Le reach de M, noté 7,4, est le plus grand épaississement de M
dont tous les points admettent une unique projection orthogonale sur M.

o S sup {2 0: Va € M7, 3y € M| d(x M) = d(x9)}.
La projection orthogonale 7ys : M™ — M est alors bien définie.

La notion de reach futintroduite dans l'article fondamental (FEDERER 1959) qui énonce un grand nombre
de propriétés sur cet objet et I'utilise pour étudier les mesures de courbure. En effet, le reach permet no-
tamment de généraliser la notion de convexité d’un ensemble et peut étre relié 4 la notion de courbure.
Par exemple :

— Une sphere de rayon 7 a un reach égal a r.

— Un ensemble est convexe si et seulement si son reach est infini.

— Une variété C? compacte a nécessairement un reach positif.

— Un ensemble possédant un angle concave est de reach nul, mais un ensemble de reach positif peut

posséder un angle convexe, par exemple le carré (rempli).

Dans tout ce qui suit on suppose que M est de reach positif. Cette hypothese est moins forte que la dif-
férentiabilité mais permet tout de méme de montrer des résultats intéressants. Notamment, la projection
sur un ensemble de reach positif est Lipschitzienne a 'intérieur du reach (FEDERER 1959).

Proposition 2.2. (RaTajetal. 2019, Lemme 4.7) Supposons M C RP de reach positif et » < 757. Alors
la projection orthogonale 7 est Lipschitz sur M. Précisément, pour tousx, y € M,

™M™

a1 (%) = mac (Y < [l =1l

™M — 7

En particulier, Proposition 2.2 implique que 7/ est continue sur A", La constante de Lipschitz pré-
sentée est optimale : si M = St x € (7 —r)S! ety = —x,ona
“r- =y = sl
X — = X —
-7 T - r*y T—r 7

et on réalise donc le cas dégalité dans Proposition 2.2. Par ailleurs, cette régularité permet de majorer la
distance Dy entre deux points de M sufhsamment proches.

Imae(e) = mas () = ||



Proposition 2.3. (Bo1sSONNAT et al. 2019, Lemme 3) Soientx, y € M tels que ||x — y|| < 74. Alors

Il = yll
ll = y|l < Dar(x, y) < 277 arcsin A .
M
Ce controle précis sur la distortion de la métrique permet de montrer que les géodésiques sont régulieres.
Dans le cas C? on a le résultat suivant.

Théoréme 2.4. (BorssONNAT etal. 2019, Lemme 4) Supposons M de classe C* et soity : [0, |y|] — M
une géodésique pour Dy paramétrée a vitesse unitaire, i.e., |[7(2)|| = 1 presque partout. Alors y est de
classe C? et pour tous s, £ € [0, |y],

17 = 7l < =l — .
M

Théoreme 2.4 montre qu’une géodésique pour la métrique riemannienne induite ne peut pas étre plus
courbée que la variété elle méme. Cette régularité va permettre dans ce qui suit d'obtenir des bornes plus
fines sur 'estimation de la trajectoire d’une géodésique.

2.2 Approximation de métrique conforme

Etant donné un nuage de points X approximant le domaine A4, on se pose maintenant la question de
Papproximation d’une géodésique a I'aide d’une ligne polygonale utilisant ces points. Le niveau d’approxi-
mation du nuage de point peut se mesurer via la distance de Hausdorff, i.e., la distance maximale entre un
point d’un ensemble et son plus proche voisin dans 'autre ensemble. Si X C A1,

du (M, X) = sup inf ||x —y]|.
xEMyEX
Rappelons que dans le cas de la métrique induite par I'espace ambient, la distance Dz (x, y) coincide avec
la longueur euclidienne d’une géodésique entre x et y. Un raisonnement naturel pour approximer une
géodésique consiste a la découper en segments de longueur environ égale a 7 et a projeter chaque étape sur
X, puis a relier les projections obtenues. Le chemin y, ainsi obtenu reste constamment a distance au plus
r de y et salongueur totale peut étre bornée de la maniere suivante de fagon élémentaire :

dH(MX)) (s)

7

Il =l < € s

ou C est une constante indépendante de » et de X. Cette borne présente un compromis sur le choix de
7 si r est trop grand, le découpage de  est peu précis; si 7 est trop petit, le découpage devient précis
mais les déviations de y, autour de y peuvent créer des détours sous-optimaux — voir Figure 1. Dans le
cas général, ces fluctuations peuvent étre accentuées par les potentielles irrégularités de la géodésique. Le
choix optimal pour 7 dans Equation (s) est » = dyy (M, X )12 et entraine une erreur d’approximation du
méme ordre. Sous des hypotheses de régularité sur y comme celle donnée par Théoréme 2.4, Equation (s)
peut étre améliorer en remplagant dyy (M, X) /r par dy (M, X)* /7>

Proposition 2.5. Soit X C A un nuage de points et y une géodésique pour Dyy. Alors il existe une
constante C > 0 telle que pour tout » € (0, |y|) l'approximation polygonale y, de y vérifie

dH(MX)Z) (©)

72

||}/r| - |}/|| < C'max (V,



F1GURE 1 — En choisissant 7 de l'ordre de dy (M, X), lapproximation polygonale peut osciller autour du
chemin original et avoir une longueur significativement plus grande.

Proposition 2.5 est adaptée de (AARON et al. 2018, Théoréme 1), dont les hypotheses sont vérifiées d’apres
Théoréme 2.4 et par compacité de M. Le choix optimal de » devient » = dy (M, X )2/3 et Lerreur est du
méme ordre. Avec une démarche légerement différente, il est possible d’obtenir des résultats encore plus
précis.

Proposition 2.6. (AAMARI et al. 2023, Proposition 5.3) Soit M C R? de reach positif et X ¢ R une
partie telle que diy (M, X) < ¢ < BL. Alors M C X*etona

Dy: (x) )’)
Dy (.X‘, )’)

2¢

= TM'

sup ‘1 -
xtyeM
Dans Proposition 2.6, lerreur devient linéaire en diy (M, X). A partir de cette inégalité, Aamari et al. ob-
tiennent des bornes minimax-optimales* en O((log()/ n)kld ) sur la vitesse d’estimation de Dy dans le
cas ott M est une variété C¥ (k > 2) de dimension d et de reach positif. Cet estimateur est cependant non
réalisable en pratique puisque les chemins admissibles sont 'ensemble des chemins rectifiables  valeurs
dans X*.
En pratique, on ne connait pas la géodésique et on ne peut donc pas appliquer la construction précédente
pour obtenir y,. On peut cependant calculer le plus court chemin de x 4 y sur le graphe X,,. Parmi les
chemins possibles sont les (y,),~0 donc ce plus court chemin ne ne peut pas étre beaucoup plus long
que y, et aucune trajectoire n’est meilleure que celle de ¥ donc le plus court chemin sur le graphe ne peut
pas étre beaucoup plus court que ¥, a condition que les arétes ne puissent réaliser des raccourcis trop
important par rapport aux chemins permis par le domaine. En n’utilisant que des arétes de longueur au
plus un certain 7 approprié, on s’assure que ||x; — x;41|| soit proche de Dz (x;, x,41) pour toutes les arétes
et donc que la distance sur le graphe approche D/ (%, y). On définit donc I'estimateur suivant :

\ def <

Dyy(wy) € _ min > [l — ] 7)

I ll<r =0

Le minimum est pris sur I'ensemble des familles de points de X allant de x 4 y et telles que deux points
consécutifs sont séparés d’une distance au plus 7. Pour prendre en compte un facteur conforme £, il est
possible dadapter Théoreme 2.4 pour s’assurer de la régularité des géodésiques, et de bonnes hypotheses
sur f permettent alors d'obtenir une approximation de Dy a partir de y, avec une garantie similaire a
Proposition 2.5 en utilisant les valeurs de / sur X.

2.3 Estimation du support par un tirage de points aléatoires

Dorénavant, on suppose que X = X, est le résultat d’'un tirage i.i.d. de # points selon une mesure de
probabilité ¢ dont le support est M. Section 2.2 appelle a contréler dyy (M, X,,) et a choisir un 7 approprié

4. Par minimax-optimal, on entend que c’est la convergence la plus rapide possible dans le pire des cas.



pour en déduire la convergence de Dy, («; y) vers Dps(x, y). Pour obtenir des garanties quantitatives sur
du (M, X), on suppose que x est suffisamment dense en tout point de M au sens de ’hypothese suivante.

Hypothese (A). u est d-Ahlfors avec d > 1: Il existe 2, 4 > 0 tels que pour tout » > 0,
ar’ A1 < u(B(x 7)) <A, (8)

Dans Hypothese (A), d s’interprete comme une borne supérieure sur la dimension intrinseque du support
M de . On peut montrer que c’est effectivement le cas au sens de la dimension de Minkowsk:. En eftet,
considérons cov(M, ) le nombre de reconvrement de M, c’est-a-dire le nombre minimal de boules ouvertes
de rayon 7 nécessaire pour recouvrir M. On a alors le résultat suivant :

Lemme 2.7. Soit x une mesure d-Ahlfors de support 4. Alors pour tout 0 < » < 22714,
24 _

cov(M, r) < =4, (9)
a

Démonstration. Tout point x € M vérifie u(B(x 1)) > at? pour tout 0 < ¢ < a M Soit A =

(%1, %2, ..., %|.4) une famille maximale de points 7-séparés de M, cest-a-dire que les points sont deux-

a-deux 2 distance au moins 7 et qu'aucun autre point de M ne peut étre ajouté a <4 en conservant cette

propriété. Alors c4 est un 7-recouvrement de M, d’ott cov(M, r) < |A| et

(L) 3 5) ) = D (e ) = et 5) = vt (5

X€ X€
ce qui conclut Equation (9). O

La dimension de Minkowski (supérieure) dimy est donnée par

) def .. log(cov(AM, 7))
dimy (M) = lim sup ——————
r—0 108(1/}’)

Lemme 2.7 implique directement que sous Hypothése (A), dimy (M) < d. Si M C RP est une sous-
variété différentielle de dimension d, alors dimyg (M) = d (FALCONER 1990). Pour travailler dans un cadre
plus général que celui des variétés différentielles, on peut utiliser la mesure de Hausdorft de dimension d,
notée H%, au lieu de la forme volume. Ces deux notions coincident dans le cas des sous-variétés (MORGAN
1988) a un facteur multiplicatif preés. On peut alors montrer que si # est 3 densité minorée par rapporta la

forme volume sur une sous-variété A1, alors Hypothese (A) est vérifiée.

Lemme 2.8. Soit M C RP une sous-variété de dimension d et w une mesure 2 densité bornée dans
[2, A] C R par rapport a la forme volume (normalisée) sur M. Alors p est d-Ahlfors.

Démonstration (esquisse). Pour r suffisamment petit, B(x, ») N M est approximativement une boule de
dimension d car M est une variété. Alors,

HY(B(x ) N M) H(Bga(0,7))  HY(Bza(0,1)) ,
i 0w Y HAM)

u(B(x, 7)) > a

On en déduit que la minoration d’ordre A pour 7 petit, puis pour tout 7 par compacité de M. Le raison-
nement est le méme pour la majoration. |



Rappelons que X, est un tirage i.i.d. de # points suivant u. Si u est d-Ahlfors, alors pour tout x € M,
B(x, ) doit contenir en moyenne au moins nar® points de X,,. On peut ainsi contréler la distance de x
au nuage de points X,, — voir par exemple (TAUPIN et al. 2025, Lemme D.2). Pour tout ¢ > 0,

P(d(x% X,) > ¢) < exp (— na d) . (10)

En considérant un 7-recouvrement <4 de M avec » dordre /4, qui utilise un nombre de points d’ordre
n d’apres Lemme 2.7, on a

dy(M, X,)) <r+ mgd(x,Xn)
X€E

et il en découle le résultat suivant, dont une preuve est donnée en (TAUPIN et al. 2025, Proposition D.4).

Proposition 2.9. Supposons que x is d-Ahlfors de support M. Alors pour tout > 1,

2log(2¢*n)  log(n)
E[dH(MXn)] < g (gd,l)l/d < ,lgl/d . (1)

Sous certaines conditions, il est théoriquement possible d’estimer une variété M C RP de dimension d
avec une vitesse minimax-optimale de #72/(4*2) au sens de la distance de Hausdorff (GENOVESE et al.
2012). A ma connaissance, il n’existe pas d’estimateur réalisable en pratique qui atteigne cette vitesse, ou

méme une vitesse plus grande que nld,

3 Distance-a-la-mesure et FDTM

On s’intéresse maintenant au cas d'une fonction f particuliere dépendant de la mesure z. On a déja évoqué
le cas de la distance de Fermat en Section 1. Dans cette section on choisit plutét pour f/ la DTM. Notons
qu’ici le facteur conforme d# n’est pas connu et doit étre lui-méme estimé. A lerreur géométrique érudide
précédemment sajoutera donc une nouvelle erreur relativement orthogonale d’estimation de la DTM,
mais cette derniére est controlée assez efficacement.

3.1 Distance-a-la-mesure

Fixons deux parametres 7 € (0, 1) etp > 1. La DTM de u pour ces paramétres, introduite par (CHAZAL
et al. 2011) est définie pour tout x € R par

m 1/p
d,(x) def (%/o 5[%”(.96)]) du) (12)

Jyu(x) = inf {r >0 : u(Blxr) > u} (13)

estla pseudo-DTM. J,, , généralise la distance au support de # — qui coincide avec d, 0 — et illustre a quel
pointx est loin d’une fraction de masse # de la mesure. La DTM, obtenue comme la moyenne p-Hélder de
dyuu sur u € [0, m], se comporte intuitivement de maniere similaire a la densité : 4, (x) est grande quand
x est dans une zone de faible densité ou est loin du support. (B1au et al. 2011) montre qu'on peut estimer



la densité de x quand elle existe a aide de la DTM d’un échantillon aléatoire de . (CHAZAL et al. 2011)
démontre plusieurs propriétés essentielles. Notamment, la DTM est 1-Lipschitz :

|d,(x) —d,(y)| < |lx =yl pour toutx, y € RP (14)
et stable par rapporta u :
Wy(w, )
p
ld, —d)lle < o (15)

ou W}, est la distance de Wasserstein définie par

def

;
W) & inf ( / e = yllP (s, dy)
RDPxRD

well(y,v)

avec IT(y, v) l'ensemble des mesures de probabilités sur RP x RP de marginales respectives u et . La
distance de Wasserstein est liée a la théorie du transport optimal. Elle représente le cotit de déplacer la
masse p vers la masse » en prenant en compte les distances contrairement  la distance en variation totale.
Enfin, sous Hypothese (A), il est possible d’estimer efficacement la DTM a partir d’un échantillon X, de .

Proposition 3.1. (CHAZAL etal. 2016, Théoreme 1) Supposons que u est d-Ahlfors de support M et que
m < 1. Alors pour tout 7 > %,

d

n

B[|d, (x)" = dz, ()] < (16)

<l

ou < cache une constante dépendant de m et de w.

A condition de connaitre un minorant de d, — qui existe dés que ¢ ne possede aucun atome de masse au
moins 7 et qui peut étre explicité via Hypothese (A) par exemple — Proposition 3.1 est également valide
sans la puissance p avec une constante diftérente. De plus, la DTM empirique dp, (x) s'exprime comme
une moyenne des distances aux 7z plus proches voisins de x et est donc tout 4 fait calculable en pratique.

3.2 FDTM avec raccourcis

La FDTM est définie comme le changement conforme par la DTM5 :

def .
Faru(y) = DM)dﬂ(x,y) = inf /d‘u. (17)
relm(xy) Jy

Cette sous-section est essentiellement consacrée a faire un résumé des résultats de (TAUPIN et al. 2025)
sur la FDTM. Rappelons que la DTM étant définie en tout point de RP, le domaine M peut étre quel-
conque. Le cas qui nous intéresse dans le contexte d’estimation reste cependant celui ot M1 est le support
de u. Dans (TAUPIN etal. 2025), on se place dans un cadre légerement différent ot les chemins admissibles

5. On pourrait également élever la DTM i une puissance 8 > 1, ce qui est fait dans (TAUPIN et al. 2025). On omet cette
possibilité ici pour faciliter la lecture.



peuvent saventurer en dehors du domaine a condition de tracer des lignes droites. Notons I} («, y) l'en-
semble des chemins de x 4 y sous cette contrainte plus faible et T]{/[# (% y) la notion alternative de FDTM
avec raccourcis qui y est associée. Ce choix permet d'obtenir des résultats quantitatifs en toute généralité,
cest-a-dire sans aucune hypothese géométrique sur la régularité de 4. On verra toutefois qu’il présente
des limitations pratiques. De plus, les vitesses de convergence peuvent étre améliorées sous des hypotheses
de régularité assez légeres sur le support. On reviendra donc en Section 3.3 a Iétude de la FDTM sans
raccourcis donnée par Equation (17).

Le premier résultat important est le fait que la longueur des géodésiques pour cette métrique est bornée
de maniere indépendante de u et M sans aucune hypothese sur ces derniers. Lexistence de ces géodésiques
nécessite une légere adaptation du raisonnement de (BURAGO etal. 2001) évoqué dans le cas des métriques
conformes en Section 1 mais découle des mémes arguments fondamentaux.

Théoréme 3.2. (TAUPIN et al. 2025, Corollaire 2.5) Soity € I'} («, y) une géodésique pour 7. Alors

71 llx =yl (18)
ou < cache une constante explicite dépendant de 2.

Ce contrdle uniforme sur la longueur des géodésiques est essentiel pour obtenir les résultats de stabilité et
d’estimation qui suivent. Pour le montrer, on utilise de maniére crucial la propriété suivante de la DTM,
qui affirme que cette derniére ne peut prendre de faibles valeurs sur un ensemble trop large au sens du
nombre de recouvrement.

Lemme 3.3. (TAuPIN etal. 2025, Lemme 3.1) Soitd > Oet L, 5 = {x € RP . d,(x) < 9}. Alors,

cov (L 49) < % (19)

Démonstration. Pour toutx € L, 5, par définition

m

1 " 1 m 1
#>d,(x) = E/O Ouu(x)Pdu > //2 dymy2(x)Pdu > Egﬂ,m/z(x)p,

donc 9y, ,/2(x) < 2Py < 29, ce qui implique par définition de la pseudo-DTM que p(B(x;, 29)) > Z.
Considérons (xy, x2, . .., xx) une famille maximale de points 49-séparés de A, qui est également un 4J-
recouvrement de 44. Comme  est une mesure de probabilité il vient

N N
m m
1>p |Tl| B(x;, 29) | = Z_; #( Bl 29)) 2 N7 2 cov (Lya 43) 7

d’ou le résultat. O

Dans ce qui suit, on suppose pour que toutes les mesures et domaines considérés sont inclus dans une
partie convexe et compacte K. Cette hypothese nest pas fondamentale et sert seulement a simplifier les
énoncés.

Théoréme 3.4. (TAUPIN etal. 2025, Théoreéme 2.7) Soient i, » des mesures a support dans K et M C K
un fermé. Alors

| Fr = Frgollooxe S diam(K) Wy (e %) (20)
# ,

ou < cache une constante explicite dépendant de 2.
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Théoreme 3.4 est une conséquence directe de Théoreme 3.2 et Equation (15). De méme, Théoreme 3.2
combiné au raiseonnement décrit en Section 2.2 permet d’obtenir la stabilité de ¥ par rapport au do-
maine.

Théoréme 3.5. (TAUPIN etal. 2025, Théoréme 2.8) Soient x une mesure a supportdans K et M, M’ C K
deux fermés. Alors

/ / . 3 ”
”7:M,;¢ - ?M',ﬂ||w,K < diam(K)> Vdu (M, M) (21)
ou < cache une constante explicite dépendant de 7.

Dans le cas pratique ot M est le support de ¢ et o1 on tire un nuage de 7 points X,,, un estimateur naturel

apparait alors sous la forme de la FDTM fy P de la mesure empirique ft,, = % Yixex, Ox» qui est de fait la

mwf*n

métrique du graphe sur X, pondéré par les poids

Wyy = / dy, (22)
()]

A partir des résultats de stabilité, la convergence de Ty P déduit alors par

||?]I/[u“ B ?);mx&n

< diam(K)||d, = dj, |loo,x + diam(K)%\/dH(]l/I, M.
Sous Hypothese (A), Proposition 2.9 sapplique. On obtient finalement la vitesse de convergence suivante.

Théoreme 3.6. (TAUPIN et al. 2025, Théoréme 2.9) Supposons que p est de support M C K et est
d-Ahlfors, d# >o>0etm < % Alors pour tout 7 > %,

, , log(7)
B {1750~ P k] < =5 (23)

ou < cache une constante multiplicative dépendant de 2, ¢, diam(K) et D.

On montre également (TAUPIN et al. 2025, Théoréme 2.10) que n’importe quel estimateur 4 une vitesse
de convergence au mieux d’ordre 714 dans le pire des cas.

La FDTM avec raccourcis F est donc un objet avec de tres bonne propriétés théoriques. En revanche, elle
présente plusieurs limitations pratiques. En effet, le calcul des poids donnés par Equation (22) nécessite
de calculer des approximations d’intégrale de la DTM, qui est elle méme relativement couteuse a évaluer.
De plus, pour s’assurer dévaluer tous les chemins possibles, il n’est pas possible de réduire le graphe a
un graphe des £ plus proches voisins (kNN) comme il se fait pour la distance de Fermat (GROISMAN et
al. 2022). Certaines méthodes existent toutefois pour réduire la taille du graphe de mani¢re appropriée,
comme par exemples les graphes de Yao (Ya0 1982), mais deviennent peu efficaces quand la dimension
ambiante augmente. Pour ces raisons, on se ramene a Iétude de 71, (% y) qui rentre dans le cadre de
Section 2.

II



3.3 FDTM sans raccourcis

Cette derniére section est informelle et donne une idée de résultat d'estimation qu'on s’attend a pouvoir
obtenir sur la FDTM sans raccourcis. En supposant qu’il soit possible d’adapter les résultats de Section 2
pour considérer le facteur conforme d,,, on s'attend a pouvoir estimer J,, par un estimateur plus simple a
calculer que dans le cas avec raccourcis. Sila dimension du support est d, Propositions 2.5 et 2.9 indiquent
que le choix optimal pour 7 serait » = dgy (M, X,,)*/3 < n~2/3? et on s'attend A ce que lerreur destimation
soit de cet ordre. Par ailleurs, le nombre de points i distance » d’un point du support est dordre #n < /3
et le nombre total d’arétes dans le graphe tronqué est d’ordre 7%/3. Ainsi, on sattend 3 obtenir une vitesse
de convergence de la forme

|7A:X”’r(x’y) B j:M)#(x’)’ﬂ < pn 23

pour une complexité temporelle en O(n*/3). Comparé a la convergence de la distance de Fermat donnée
par Equation (4), on aurait ainsi un résultat quantitatif bien plus fort, pour une complexité algorithmique
raisonnable.
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