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THEORIE DE LITTLEWOOD-PALEY

Séance du 19 décembre 2014

Exercice 1. Inégalités de Bernstein
1. Soit p > 1. Soit f € LP(RY) telle que supp(f) C B(0,)). Soit ¢ > p. Montrer que

-1\ 4a
10 Fllze < Can’Ga) 200 411,

Indication : On pourra prouver l'inégalité pour A = 1 puis raisonner par homogénéité.
2. Soit 0 < r < 1. On suppose maintenant que le support de f est inclus dans une
couronne de petit rayon 7\ et de grand rayon A. Montrer que

NN flle < Crye sup [10°f| 1.

la|=k

*

Exercice 2. Décomposition de Littlewood-Paley
On introduit x et ¢ radiales telles que x € D(B(0,4/3)) et ¢ € D(C) ou C est la
couronne de petit rayon 3/4 et de grand rayon 8/3 et

O+ s27%) =1

7>0

1. Montrer que

O+ (277 <

7>0

On note Agu = F1(¢(279€)a(€)) et A_yu = FH(x(&)a(€)).
2. Montrer que

N)\H

laliFrs ~ > 20 AqullF..

q>1
*

Exercice 3. Caractérisation des espaces de Holder
On note ||ul|, la norme dans I’espace de Holder C™ (R9)

|0%u(z) — 0%u(y)|
r = aOé o0 .
] E (H ullL +Sip 2 — y[rT]

lal<[r] Y

1. Soit u € C™. Montrer que pour ¢ > 0

[r
Aqu(z) = 2qd/h(2q(x - Z kau —z)® | dy,

k!
=0
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oil on a noté h = F~1(¢).
2. En déduire que

C
sup 2 [[Aqul| e < 7 ffull-
q

[r]!
3. Soit r ¢ N. Soit u telle que

sup 27" [|Aqul| e < 0.
q

Montrer que u € Cl'l avec
sup |[0%u]] < C'sup 27 ||Agul| 0.
a<r q
4. Montrer que pour tout NV € N on a
N
|0%u(x) — 0%u(y)| < Csup2?||Aqul| - ZQ‘q(T_[T]_l)]x —yl+ Z 9—a(r=Ir])
q

q=0 g>N+1

En déduire que
|lull, < Csup2?||Aqul|ree.
q

5. Pour r entier, on va noter C ’espace des distributions tempérées telles que

sup 27"|| Aqul| e < 00
q

qui ne coincide pas avec I'espace C” usuel. Montrer que C] est I'espace des fonctions
bornées u telles qu’il existe une constante C telle que

lu(x +y) +u(r —y) — 2u(y)| < Clyl.
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