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ESPACES DE SOBOLEV

Séance du 6 mai 2019

Exercice 1.  Echauffement : cas limite d’injection de Sobolev
1. Montrer que H'(R?) n’est pas inclus dans L>®(R?).

Indication : On pourra considérer une fonction f : x — X(|x!)(ln|xl)%, sachant qu’en coordonnées
polaires, V.f = 9, fe, + l@gf(?g
2. Soit u € C°(IR?). Montrer que ||U”L2(R2 < |0y ull 1 2y 10z, ul L1 (m2)-
3. En déduire que
Vo > 2, HUHL% ®2) < 9”“‘ Lz(e 1) (R2) IVull L2 (me).-

4. Montrer que pout tout 6 > 1, il existe une constante C'(6) telle que

Jull 202y < CO) (el ooy + IVl pzqay)
En conclure que pour tout g > 2, H'(R?) — L4(R?).
*

Exercice 2. Injection de Sobolev homogéne
On définit I'ensemble BMO(R?) (pour Bounded Mean Oscillations) comme l'ensemble des fonc-
tions f € Li, (R?) telles que

1
£ lBno Ry = sup |B\/ |f = fipldz < oo, avec fip -—|B/dem

ot le sup est pris sur toutes les boules euclidiennes de R?. On veut montrer que (L}, N H %)(Rd) est
contintiment inclus dans BMO(RY).

1. Vérifier que [| - [|gyore) est une semi-norme mais pas une norme.

2. Soit f € (L}, N H%)(Rd) et pour tout réel strictement positif A, f, 4 = ]-"*1(13(07,4).7-"]”).
Montrer que

HfbA - fbA\BHLQ B, dz) < CRAHfH *(Rd)

ol R est le rayon de B.
3. On définit f; 4 := f_l(ch(O’A)]:f). Montrer que

S0 = i {5 < W= iz )+ ol

4. Conclure.
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Exercice 3. L’équation des ondes
1. Soit ug € H'(R?),u; € L?(R?). Résoudre dans C?(R, L2(R?)) :
Opu—Au=0 dans R x RY,
U(O, ) = Uo,
Btu(O, ) = Uui.

2. Soit f € L'(RY). On suppose de plus Suppf c{€eR |1 <€ <2). Soit x € D(RY),
radiale, telle que x(£) = 0 pour |¢{] < % et [¢] > 3, et x(£) = 1 pour 1 < [¢] < 2. Montrer que
FH el f) = K(t,z) = f, ot

K(t,x) = etz ge.
(t:5) = o7 [, 1) :
3. Montrer que |K(t,z)] < —5%—.
[t 2" 1+2
Indication : On pourra séparer les cas |z| < § et & < |z].
4. En déduire une estimation de décroissance, quand d > 2, pour la solution de I’équation des

ondes, avec des données initiales ug, u; qui vérifient 'hypothése de la question 2, et que F~1(u1/|¢|)
est dans L'(R?).

*

Exercice 4. Théoréme de Riesz-Fréchet-Kolmogorov

Soit © un ouvert de R, p € [1,00[ et F C LP(Q). Si f € LP(), on étend implicitement f a R? en
posant f(z) = 0 pour x ¢ Q. On peut alors considérer, pour h € R%, 7, f : x — f(z + h). Le but de
cet exercice est de démontrer le résultat suivant :

Théoréme. F est relativement compacte dans LP(SY) si et seulement si F satisfait les trois conditions
suivantes :

(i) F est bornée dans LP(2).
(ii) F vérifie le critére d’équicontinuité suivant :
Ve>0,36 >0, VfeF, Vhe B(0,0), |mnf— fller@) <e.
(iii) F wérifie le critére d’uniforme intégrabilité suivant :
Ve >0,3R>0, VfeF, |flwr@\nor) <Ee
Partie réciproque. On suppose que F vérifie (i), (ii) et (iii).

1. Soit B > 0, et p € D(RY) telle que suppp C B(0,1), p > 0 et [pup = 1. On définit
pn(z) := np(nzx), pour n € N. Montrer que pour tout n € N, F,, g := {(pn * f) ’QOTOR)‘ fe .7-"} est
relativement compacte dans C°(Q N B(0, R)).

2. Soit € > 0. Montrer qu’il existe N tel que pour n > N,

VEeF, lpnxf—Fflirg <e

3. En déduire que F est précompacte dans LP(£2) et conclure.

Partie directe. On suppose que F est relativement compacte.
4. Montrer que pour f € LP(Q), ||7nf — f|Lr(ray — 0 quand |h| — 0.
5. Conclure : montrer que F vérifie (i), (ii) et (iii).

Application.

6. On suppose Q borné de classe C'. Montrer que I'injection H' () < L?(Q) est compacte (au sens
ot la boule unité de H'(Q) est compacte dans L?(Q2)).

*
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