Corrigé - TD 12

Fonctions caractéristiques

Exercice 0. Sur un espace de probabilité (€2, F,P), on se donne (X,Y") une variable aléatoire a
valeurs dans R2.

1. On suppose que la loi de (X, Y) est
e AETHY 1]Rz+ (z,y) dx dy.
Déterminer la loi de la variable aléatoire U = min(X,Y).

2. On suppose que laloi de (X,Y") est

1 —T
€ /21{120}1[0,%] (y) dz dy.

Déterminer la loi de la variable aléatoire (v X cos(Y), v X sin(Y)).

3. On suppose que laloi de (X,Y") est

1 w2 2
e da dy.
27

Calculer la loi de la variable aléatoire réelle %
Corrigé :

1. Soit F': Ry — Ry une fonction borélienne. On a, en utilisant le théoréeme de Fubini-
Tonelli,

E(F(U)) = Mu F(min(z, y))e” A1) dz dy

2
R+

= )\u/ F(x)e™ A Hm) dy dy + )\u/ F(y)e~ A1) da dy
{0<z<y} {o<y<az}

= )\/ F(x)e (/ pe dy) dx—I—,u/ F(x)e ™ #* </ e M dy) dx
0 T 0 T

= (A+np) / F(z)e” AT gy
0

La variable aléatoire U est donc exponentielle de parametre A + .

2. Soit F': R? — R, une fonction borélienne. On a,
1 [e’e) 27
E (F (\/X cos(Y), VX sm(Y))) = = / / F(v/@ cos(y), Vo sin(y))e~ ™ dz dy
T™Jo Jo

1 oo 2T
= / / f(xcos(y),xsin(y))e_m2/2xd:cdy,
2 0 0

Pour des questions, n'hésitez pas & envoyer un mail & shen.lin@ens. fr, ou bien a passer au bureau V7.



d’apres la formule du changement de variables utilisée avec le C'!-difféomorphisme suiv-
ant: (z,y) € R x[0,27] — (V,y) € RY x [0, 2x]. Puis d’apres la formule du passage en
coordonnées polaires, on a

1 00 27
/ / F (@ cos(y), wsin(y))e /2 du dy = —— / Fu, v)e=CH2 dy dy,
27'(' 0 0 271' R2

La loi de (VX cos(Y), VX sin(Y)) est donc (27)~te~(#*+*)/2 gy, do.
Remarque : les variables v/X cos(Y) et v/ X sin(Y) sont indépendantes et de loi (0, 1).

3. Soit g: R — R4 borélienne. On a

X 1 x a?1y?
E =) ) == ~)e .
(0(F)) = Lo () 7" e

Et (7,y) € RxR* — (z/y,y) € RxR* est un C'-difféormorphisme de jacobien y~!. Donc
d’apres la formule de changements de variables puis le théoreme de Fubini-Tonelli, on a

22442 _y? 22
/ 9<x> e 2 dady / 9<I> yle 2y dady
R2 ) R2 Yy

v2
N / g (u) [v] e~ 2 "D dy do
R

2
W2
- / g(u) (/ o e (5D dv) .
R R
1

= 2 — du.

6(3)) -t o

ce qui signifie que la loi de X /Y est la loi de Cauchy, c’est-a-dire la loi de densité (7 (1 +
22))~! par rapport a la mesure de Lebesgue.

Donc

Exercice 1. Soit X une variable aléatoire réelle. On écrit ¢ x sa fonction caractéristique, définie
par ¢x(t) = E [¢"X] pourt € R.

1. On suppose que X admet un moment d’ordre n € N*. Montrer que ¢x est de classe C"
et que pour toutentier 1 <k <n,ona

VteR, oW (t) =i"E | X" exp(itX)| .

En particulier:
6% (0) = *E[X"] (1)

2. On suppose que ¢x est 2 fois dérivable en 0. Montrer que X admet un moment d’ordre 2
etque E [X?] = —gbg?) (0).
Indication. On pourra considérer W
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3. Soit k > 2 entier. On suppose que ¢x est k fois dérivable en 0. Montrer que X admet des
moments jusqu’a 'ordre 2|k /2] (ici |z | est la partie entiere de x) donnés par (1).

4. (%) Si ¢x est dérivable en 0, est-ce que X admet un moment d’ordre 1 ?
Corrigé :
1. Ceci provient immédiatement du théoreme de dérivation sous le signe intégral en util-
isant la domination }ika exp(itX)‘ <|X|Feld pourl <k <n.

2. La fonction ¢x étant deux fois dérivable en 0, la formule de Taylor-Young garantit un
développement limité a I'ordre 2:
2
ox(t) = 1+ @y (0)t + ¢ (0) 5 + o(t?).

On en déduit que:

Or ¢x(t) + ¢x(—t) = 2Re(¢x (t)) = 2E [cos(tX)]. Il s’ensuit par (2) que

- [1 - cos(tX)}

1
t—0 - _§¢l)/((0)

t2

Or P%Z(tx) > 0. Le lemme de Fatou fournit donc:

o 1 — cos(tX) L 1 — cos(tX)
2] = il Sl | -V = .
E [X?] E[thrgglf( 2 >] _211?;15le[ 2 ¢%(0) < oo

La question 1. permet de conclure que E [X?] = — (2)(0).
3. Raisonner par récurrence en adaptant la preuve de la question précédente.
4. Non, pas nécessairement. Trouver un contre-exemple ! Faire 1'exercice 7.

Exercice 2.

1. Calculer la fonction caractéristique de la loi de probabilité de densité (1 — [z[)1|,<1?

2. Quelle est la fonction caractéristique de la loi de probabilité de densité (1—cos(x))/(rz?)?
Corrigé :
1. On calcule, en intégrant par parties pour ¢ # 0 :

1 — cos(t)
2

1
/(1 - |x|)1|$‘<1emd$ = 2/ (1 — ) cos(tx)dx = 2
R 0

Pour t = 0, la premiere intégrale vaut 1.



2. D’apres le cours, si p est une mesure de probabilité dont la fonction caractéristique 1 est
intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue ), alors p est absolument continue par
rapport a ), et sa densité est donnée A\-p.p. par

1

— — [ 7(t)e " .
o 5= [ Ao

On en déduit que pour presque tout z € R :

1 1 —cos(t) _;
(1=l = 5- [ arzig™ et

Les deux membres étant des fonctions continues en z, on a 1’égalité pour tout € R. En
faisant le changement de variable y = —z, il s’ensuit que la fonction caractéristique de la
loi de probabilité de densité (1 — cos(z))/(r2?) est z — (1 — |&[) 1)<

Exercice 3 (Transformée de Laplace). Soit X une v.a. positive. On pose

YA ER,, LX()\):IE[eAX]:/ e MNPy (dz).
Ry

La fonction Ly : Ry — R est appelé la transformée de Laplace de X, ou de sa loi Px.

1. Lx est positive, décroissante, continue sur R et analytique sur |0, co].

2. Lx admet une dérivée a droite finie en 0 si et seulement si E[X] < co. Dans ce cas, on a
L'y (0+) = —E[X].

3. Plus généralement, Lx admet une dérivée pleme 3 droite en 0 si et seulement si X admet
un moment d’ordre p. Dans ce cas,

LP(0+) = (~1)PE[X?].

Corrigé : voir le polycopié de cours, section 7.3.d.
Exercice 4 (Fonction génératrice). Soit X une v.a. a valeurs dans N. On pose
Vr € [0,1], ox(r) = E[T‘X] = ZT”P(X =n).
neN

La fonction ¢x: [0,1] — Ry est appelé la fonction génératrice de X, ou de sa loi Py.

1. Pour toutp € N, on a

1 1 2m —ipu u
P(X:p)zﬁwg?(o)— /0 e Moy (e du.

T or

2. X admet un moment d’ordre p si et seulement si ¢ x admet une dérivée p'®™ a gauche

en 1. Dans ce cas, on a

PP (1) =E[X(X —1)--- (X —p+1)].

4



3. Soit Y une autre v.a. a valeurs dans N. Si I'ensemble {r € [0,1]: px(r) = py(r)} admet
un point d’accumulation g € [0, 1], alors o x = ¢y et X, Y ont méme loi.

Corrigé : voir le polycopié de cours, section 7.3.d.

Exercice 5 (Probleme des moments). On considere la fonction f: R} — R:

flx) = sin(27rlna/:)m\}ﬂ exp <—lr21x2> .

Calculer [, + x* f(x)dz pour tout k € N. Que peut-on dire des v.a. X et Y de densité respectives

1 —In 22 1 —In 22
e et (1+sin(2rlnx))———ex ?
V2T P ( 2 ) ( ( ))x\/27r p( 2 >

Corrigé : Soit n > 0. La fonction  — 2" sin(27 In(z)) x\}ﬂ exp (_ IHQ(Z)Q) est intégrable sur R,

et le changement de variable v = In(x) aboutit a

> 1 — In(xz)? oo —u? 1
I:/O x" sin(27r1n(x))x\/ﬁ exp< n2(x) )dx = /OO exp (; +nu> Sin(QWU)Edu.

En remarquant que —u?/2 + nu = —(u — n)?/2 + n?/2, le changement de variable v = u — n
donne

2

+oo —v
sin(27v) exp <2> dv = 0.

I = constante x /

—00

Ainsi pour a € [—1; 1] les moments des lois K (2 + asin(27 In(x))) w\}? exp (71n2 ) avec

2
o] o 2
K= / 2 L exp <h1(x)> dx
0 x\/ 21 2

sont égaux sans que ces lois ne soient égales.

Exercice 6 (Queues de variables aléatoires). Soit X une variable aléatoire réelle. On définit la
queue de X par
P(z) =P(IX]| > x).

1. Si X est intégrable, montrer que

lim z¢(z) = 0.

T—r00
2. Si X estdans IL? avec p > 1, montrer que

lim 2Py(x) = 0.

T—r00

3. Donner un équivalent de la queue de la loi d"une variable aléatoire gaussienne centrée
réduite.



Corrigé :

1. Ona -
E[| X]] :/O P(|X| > ) dx.

Donc la fonction z — P(|X| > x) est intégrable. Elle est de plus décroissante ce qui
implique le résultat. En effet, tP(| X| > 2t) < t2t P(|X| > z)dx — 0 quand z — 0.

2. On écrit de maniére similaire
o0
BXP) = [ P(X| > 27) da,

0
de sorte que zP(|X| > z/?) — 0 quand = — oo.
Remarque. Une autre maniére de faire est d’écrire

fL‘pP(‘X| > :L‘) =E [mp1{|X|>$}] <E [|X|p1{‘X|>$}] —0

quand z — oo par convergence dominée.

3. Si N désigne une variable aléatoire gaussienne centrée réduite, on a

2 [® 2 [® w s 2
]P’(\N\>:U):m/ due /Zgﬁ du;e /zzx\/ﬂe 2,

Pour une minoration, on integre par parties :

2 2
00 —z*/2 0o ,—u?/2
—u2 (& (&
/ e 2y = —/ 5—du.

On réinteégre par parties:

co ,—u?/2 00 q,—u?/2
/ € du = 1e_x2/2/ 3¢ du.

ul

Ainsi

o0 1 1 2 00 3p—u?/2 1 1 2
—u2/2d I —z=/2 du> [ = — = —x /2'
/z e U (x x3> e +/x oA u > . 23 e

On en déduit que
P(IN|>z) ~ 2 e 12,

T—00 o\ 2

Exercice 7. (x) Soit X une variable aléatoire réelle de loi Px = ), ., axd, symétrique (c’est-a-
dire ar, = a_y) et telle que >, -, kar = co. Le moment d’ordre 1 de X est-il fini? Trouver une
suite (ay)r>1 telle que ¢ x soit dérivable en 0. Comparer avec l'exercice 1.



Corrigé : On calcule aisément E [| X|] = 2 Z kaj = 4o00. D’autre part:
k>0

¢x(t) = aog+2)  agcos(kt).
k=1

Choisissons ag = a; = a_; = 0 et pour k > 2:

(& 1\
C ~ — .
W=k = o g one=g <k2_2k‘21nk‘> ’

de sorte que:

1—ox(t) 2c= 1
0< — "X _25NT (1 - cos(th)).
=T tkzﬁkzlnkz( cos(tk))

On vérifie ensuite que cette quantité tend vers 0 lorsque t — 0 en décomposant cette derniere
somme suivant que k > 1/t ou k < 1/t. Tout d’abord:

1 (1 —cos(tk)) 2 1 2 / 1 2
< - 72 S~ —dr = — — 0.
k:zzl:/t K*Ink t tIn(t) k;:/t k? tIn(t) Ji1/e—1 2 t(|1/t] —1)In(t) t—0

Ensuite, en utilisant I'inégalité 1 — cos(z) < %2 pour z € R:

1 1 (1 —cos(tk)) 1 t 1/t
DI t <t ) 1n(k)§1n(2)+t/2 n(z)

2<k<1/t 2<k<1/t

Une intégration par parties donne

eyt~ [l + L e

Mais lorsque x — oo, 1/(Inz)? = o(1/In(x)) et donc lorsque y — oc:

| o= Lnfmﬁ e </2 1n<1>d>

l/t 1 1
/ de ~ -
s In(z) t—0 tIn(t)

de sorte que

I s’ensuit que

1/t 1
) e o o
o In(x) t—0

Ceci acheve de démontrer que (1 — ¢x(t))/t — 0lorsque t — 0.

Exercice 8. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires réelles. On note ¢, (t) = ¢x,, (t) pour
simplifier, et on suppose qu’il existe une fonction ¢ : R — C, continue en 0, telle que

VEER,  ¢u(t) — ().

n—o0



1. Prouver que pour touta > 0 on a

P(0) > 2) < o [" (= Ret@a))du =+ [ (1= 6,0

—a aJ_q

2. Montrer que pour tout € > 0, il existe u > 0 et ng tels que pour n > ng on ait

1/” 11— pult)|dt < c.

u

3. En déduire que la suite (X,,),,>1 est tendue, c’est-a-dire que pour tout € > 0, il existe a > 0
tel que
Vn > 1, P(|X,| > a) < 2e.

Corrigé :

1. D’apreés le théoreme de Fubini-Tonelli,

i/c;u ~ o))t = i/ (/R(l —eitff)PXn(da:)> dt = i/R (/2(1 —em)dt> Py (dz)
s (s

car pour tout réel tona 1l —sin(t)/t > 0et1 —sin(¢)/t > 1 — 1/|t|. Comme

2/x|>2/a (1 - ‘;x’> Py, (dx) <2 /xm/a (1 — ;) Py, (dz) = P(|Xn| > 2/a),

ceci conclut.

2. Comme |¢(t)| = limp o0 [Pn(t)] < 1 pour toutt € R, ¢(0) = limy, o0 [ (0)] = 1 et que ¢
est continue en 0, si e > 0 est fixé, il existe u > 0 tel que |1 — ¢(t)| < €/2 pour |t| < u. Ainsi

1/u 11— (t)|dt < e.

UJ—y

Or |1 —¢n(t)] <2et|1 —¢n(t)] = |1 — ¢(t)| quand n — oco. Par convergence dominée, il
s’ensuit que

1 [ 1 [
o By Gl

Le résultat désiré en découle.

3. D’apres la premiére question, pour n > ng, P(|X,| > 2) > 2e. Comme les variables

aléatoires X; sont réelles, il existe des réels positifs a;, as, ..., an,—1 tels que
P(|XZ‘ >(li) < 2e, 0<t1<ng—1.
En posant ¢ = max(2/u, a1, az,...,an,—1), on a bien

P(| X, > a) < 2¢

pour tout entier n > 1.



