Algébre 2 17/12/2015

TD12 : ALGEBRE ET GEOMETRIE,
NULLSTELLENSATZ, LEMME DE
NAKAYAMA

Diego Izquierdo

La question 1 de l’exercice 2, les questions 1 et 8 de l’exercice J et l’exercice 5 sont a
préparer avant la séance de TD. Nous traiterons les exercices dans l’ordre suivant : ques-
tion 1 de 2, questions 1 et 3 de 4, 5, 7, 0.

Exercice 0 : TD11
Faire 'exercice 12 du TD11.

Exercice 1 : Coniques

Soit P € C[X, Y] un polynome irréductible de degré 2. Montrer que C[X, Y]/(P)
est isomorphe soit a C[T] soit & C[T,T~']. En fonction du polynoéme P,
dire dans quelle situation on est. Interpréter géométriquement. Le résultat
subsiste-t’il si 'on remplace C par un autre corps?

Exercice 2 (a préparer - question 1) : Paramétrisations de points
rationnels
Soit K un corps de caractéristique nulle. Trouver tous les couples (z,y) € K?
vérifiant chacune des équations suivantes :

1. 522 +3y? = 2;

2. (22 4+ y*)? +32%y —y? = 0.

Exercice 3 : Morphismes entre variétés et lemme de Yoneda

Soit K un corps. Soient fi,...f, € K[X1,..., X,] et g1, ..., 9s € K[ X1, ..., Xpn].
On note B = K[Xy,...., X,.|/(f1, .., [+), C = K[Xy, ..., X0/ (91, .-, 95), VB la
variété d’équations f; = ... = f,. = 0 et V- la variété d’équations g; = ... =
gs = 0. Montrer que se donner un morphisme f : B — (' est équivalent a
se donner un morphisme f% : Vo(X) — Vp(X) pour chaque K-algébre X
de sorte que, si I’on se donne un morphisme X — Y de K-algebres, alors le
diagramme suivant commute :

Vo (X) ——Va(X)

L

Cette donnée est ce que 'on appelle un morphisme f*: Vo — Vp.
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Exercice 4 (4 préparer - questions 1 et 3) : Normalisation et singu-
larités
1. (a) Montrer que la cloture intégrale de C[X,Y]/(Y? — X®) est iso-
morphe a C[T7].

(b) En notant V la courbe d’équation y> = z° dans A%, expliquer
pourquoi cela induit un morphisme f* : AL — V. On dit qu’on a
désingularisé V.

(c) Vérifier que f& : C — V(C) est une bijection, mais qu’il n’existe
pas de morphisme ¢g* : V — Al tel que g} est la fonction réciproque
de f¢. Cela signifie en particulier que f* n’est pas un isomorphisme
entre V et A.

(d) Montrer par contre que C[X,Y]/(Y? — X°)[X '] et C[T,T~'] sont
isomorphes. Cela signifie que I'ouvert de V' défini par x # 0 est
isomorphe & 'ouvert de A{. défini par ¢ # 0. On dit que V et A{ sont
birationnellement équivalents.

2. Quelle est la cloture intégrale de C[X,Y]/(Y? — X3 — X?)? Interpréter
géométriquement.

3. Méme question pour C[X,Y]/(Y? — X* — X?).

4. Méme question pour C[X,Y]/(Y?+2iXY — X3+ X —1).

Exercice 5 (a préparer) : Une question de polynémes

Soient P, @ et R des polynomes dans C[X1, ..., X,,], avec P irréductible. On
suppose que, pour tout z € C", si P(z) = 0 et Q(x) # 0, alors R(x) = 0.
Montrer que P|Q ou P|R.

Exercice 6 : Produit tensoriel d’algébres réduites

Soit k un corps algébriquement clos. Soient A et B deux k-algébres de type
fini. Montrer que, si A et B sont réduites (resp. intégres), alors A ®;, B est
réduite (resp. intégre).

Exercice 7 : Vers la théorie des modéles
1. Soit V — A{ une variété affine. Montrer que V/(C) = 0 si, et seule-

ment si, V(Q) = 0.

2. Soient f1,..., fn € Z[X1,...., X;n]. Montrer que le systéme d’équations
fi(z) = ... = fu(z) = 0 a des solutions dans C™ si, et seulement si, il a
des solutions dans Fp pour presque tout premier p.

Exercice 8 : Fonction zéta du cercle
Soit A = Z[X,Y]/(X?*+Y?—1). Exhiber des fractions rationnelles F,, € Q[X]
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telles que : (A, s) =] F,(p~*®). En déduire que :

p premier

(A,) = Cls =) (Z %) .

Exercice 9 : Autres fonctions zéta
Calculer les fonctions zéta de :

A=Z[X,Y]/(XY = 1), B=27[X1, Xy, X3, X4, Y]/ (X1 X4 — XoX3)Y — 1),
C =7Z[X]/(X* 1), D=Z[X,Y]/(X? = Y?),
E=7[X,Y]/(Y? = X*(X +1)).

Exercice 10 : Lemme de Nakayama
Soient A un anneau commutatif unitaire. Soient / un idéal de A contenu
dans le radical de Jacobson de A, et M un A-module de type fini.

1. Montrer que si on a IM = M, alors M est le module nul.
Le cas le plus courant d’utilisation est le cas local. Supposons donc de plus
A local d’idéal maximal m. Soit N un sous-A-module de M.

2. Montrer que si on a M = N +mM, alors NV est égal a M.

Exercice 11 : Application du lemme de Nakayama
Soient A un anneau commutatif local et M un A-module de type fini.
1. En utilisant le lemme de Nakayama, montrer que les familles généra-
trices minimales de M ont méme cardinal.
2. Rappeler un contre-exemple d’une telle affirmation pour un Z-module.

Exercice 12 : Semi-continuité de la dimension
Soient A un anneau commutatif unitaire et M un A-module de type fini.
Soient X = Spec A et

d: X — N

Soient p € X et n = d(p). Soit o : k(p)” — M,/pM, un isomorphisme de
k(p)-espaces vectoriels.
On commence par établir existence du diagramme commutatif suivant (pour
un certain f € A\ p).
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1. Montrer que « se reléve en une surjection 8 : Ay — M, de Ap-modules.

2. Montrer qu’il existe f ¢ p tel que [ se reléve en une surjection -y :
A[f~Y" — M[f~'] de A[f~!]-modules.

3. En déduire que d est semi-continue supérieurement, c’est-a-dire que
{p € X | d(p) > n} est fermé pour tout n > 0.

Exercice 13 : Platitude
Soit A un anneau. Considérons une suite exacte de A-modules :

M—N—P—0. (%)

1. (a) Montrer que, pour tout A-module @, la suite (%) induit une suite
exacte :

M@AQ%N@)AQ%P@AQ—)O

(b) Montrer que, méme si le morphisme M — N est injectif, il est
possible que le morphisme M ®4 QQ — N ®4 ) ne soit pas injectif.
On dit qu'un A-module @) est plat si, et seulement si, pour tout morphisme
injectif de A-modules M — N, le morphisme induit M @4 Q — N ®4 Q est
aussi injectif.

2. (a) Vérifier qu'un A-module projectif est plat. En particulier, montrer

que, si A est un corps, alors tout A-module est plat.
(b) Un A-module plat est-il toujours projectif ?

3. (a) Soit @ un A-module. Montrer que ) est plat si, et seulement si,
pour tout idéal I de A, le morphisme canonique Q ®4 I — () est
injectif.

(b) Supposons que A soit un anneau principal. Montrer qu'un A-module
est plat si, et seulement si, il est sans torsion.

4. (a) Soit S une partie multiplicative de A. Montrer que le A-module
S—1A est plat.

(b) Soit @ un A-module. Montrer que @ est plat si, et seulement si,
pour tout idéal maximal m de A, le A,-module @, est plat.

5. (a) Soit 0 - M — N — P — 0 une suite exacte de A-modules. On
suppose que P est plat. Montrer que, pour tout A-module @, la suite
0 >M®40Q — N®R,Q — P®4Q — 0 est exacte.

(b) Supposons que A soit un anneau local. Soit () un A-module plat
de type fini. Montrer que @) est libre. On pourra utiliser le lemme de
Nakayama.

Bonnes vacances et bonnes fétes!



