Td n° 12 ’EDP

ESTIMATIONS DE PRODUITS

Séance du 9 Janvier 2014

Rappels Théorie de Littlewood Paley R
e Inégalités de Bernstein : Soit p > 1. Soit f € LP(R?) telle que supp(f) C B(0,\).
Soit ¢ > p. On a

1-1\4la
10 Fllze < Can’ )20 £y,

Soit 0 < r < 1. On suppose maintenant que le support de f est inclus dans une
couronne de petit rayon r\ et de grand rayon A. On a

Nl fllze < Crp lSl‘lp 10% fllze-
o=k

e Décomposition de Littlewood Paley : On introduit x et ¢ radiales telles que x €
D(B(0,4/3)) et ¢ € D(C) ou C est la couronne de petit rayon 3/4 et de grand rayon
8/3 et

XE)+> o(27%) =1.

>0
On note Aqu = FH($(279€)a(€)) , A_qu=F1(x(&)a(f)) et Squ =32, Aju.

*

Exercice 1.  Estimation de produit H®

1. Rappeler brievement pourquoi

lullFrs ~ D 2% AjullZ..

On se donne maintenant s > 0 et u,v € L N H?.

2. Montrer que

1Ak (f = Se-3)g) 72 < Cllgllie D 1Akl
k'>k—3

3. En déduire que

D 22N AK((f = Sk-3/)9) 172 < Cliglll fl17--

k>2

4. Montrer que
Ap(gSk—sf) =ADr > DjgSi_sf.

k—2<j<k+2

5. En déduire que

Y27 AL ((Si-31)9) 172 < Cllf 7 llgllFs--

k>2
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6. En déduire une estimation de fg dans H®.
*

Exercice 2. Inégalité de Wentee
Dans cet exercice, on utilise la décomposition de Littlewood Paley pour les basses

fréquences aussi. Ainsi w = > _ . Agu. On introduit 'espace de Besov homogeéne

B;”l(RQ) (il est complet pour s < 1) muni de la norme

lullgg, = D 2°llAgule.

—00<g<oo

1. Montrer que B2171 C L*.
Soit f,g € H'. On veut étudier I'équation Au = df A dg.
2. Montrer que A : B‘il — B;EQ est inversible d’inverse continu.

On va montrer que df A dg € BQ_ % Pour cela on introduit la décomposition df A dg =
A+ B+ R avec

A=) dSesfAArg, B=) AifASisg. R= ), AufAAwg
|k—k'|<2

3. A Taide des identités de Bernstein, montrer que

27| dSk_sf A dDkgllr: < C D 27| dAf|| 2 ]ldAkgl| -
1<k—3

4. Montrer I'inégalité de Young discréte

> ok = DvD)p(k) < [6lnllelellple-
k.l
5. En déduire
1Al + < Clidf 2 lldgll 2.
6. A l'aide des identités de Bernstein, montrer que
147 (dAxf A dAwg) [|2 < C2 || dAg f| 2 | dAw gl 2.

7. En déduire
1Rl g1 < Clldf || 2| dgll -

8. En déduire que u € L™ avec
[ull e < Clldf [ r2(|dg]| .2

puis que u est continue.
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