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Estimations de produits

Séance du 9 Janvier 2014

Rappels Théorie de Littlewood Paley
• Inégalités de Bernstein : Soit p ≥ 1. Soit f ∈ Lp(Rd) telle que supp(f̂) ⊂ B(0, λ).

Soit q ≥ p. On a

‖∂αf‖Lq ≤ Cαλ
d
(

1
p
− 1

q

)
+|α|‖f‖Lp .

Soit 0 < r < 1. On suppose maintenant que le support de f̂ est inclus dans une
couronne de petit rayon rλ et de grand rayon λ. On a

λk‖f‖Lp ≤ Cr,k sup
|α|=k

‖∂αf‖Lp .

• Décomposition de Littlewood Paley : On introduit χ et φ radiales telles que χ ∈
D(B(0, 4/3)) et φ ∈ D(C) où C est la couronne de petit rayon 3/4 et de grand rayon
8/3 et

χ(ξ) +
∑
j≥0

φ(2−qξ) = 1.

On note ∆qu = F−1(φ(2−qξ)û(ξ)) , ∆−1u = F−1(χ(ξ)û(ξ)) et Squ =
∑q
−1 ∆ju.

?

Exercice 1. Estimation de produit Hs

1. Rappeler brièvement pourquoi

‖u‖2Hs ∼
∑

22js‖∆ju‖2L2 .

On se donne maintenant s > 0 et u, v ∈ L∞ ∩Hs.
2. Montrer que

‖∆k ((f − Sk−3f)g) ‖2L2 ≤ C‖g‖2L∞
∑

k′≥k−3
‖∆k′f‖2L2 .

3. En déduire que∑
k≥2

22ks‖∆k ((f − Sk−3f)g) ‖2L2 ≤ C‖g‖2L∞‖f‖2Hs .

4. Montrer que
∆k(gSk−3f) = ∆k

∑
k−2≤j≤k+2

∆jgSk−3f.

5. En déduire que ∑
k≥2

22ks‖∆k ((Sk−3f)g) ‖2L2 ≤ C‖f‖2L∞‖g‖2Hs .
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6. En déduire une estimation de fg dans Hs.

?

Exercice 2. Inégalité de Wentee
Dans cet exercice, on utilise la décomposition de Littlewood Paley pour les basses

fréquences aussi. Ainsi u =
∑
−∞<q<∞∆qu. On introduit l’espace de Besov homogène

Ḃs
2,1(R2) (il est complet pour s ≤ 1) muni de la norme

‖u‖Ḃs
2,1

=
∑

−∞<q<∞
2js‖∆qu‖L2 .

1. Montrer que B1
2,1 ⊂ L∞.

Soit f, g ∈ H1. On veut étudier l’équation ∆u = df ∧ dg.
2. Montrer que ∆ : Ḃs

2,1 → Ḃs−2
2,1 est inversible d’inverse continu.

On va montrer que df ∧ dg ∈ Ḃ−12,1 . Pour cela on introduit la décomposition df ∧ dg =
A+B +R avec

A =
∑

dSk−3f ∧∆kg, B =
∑

∆kf ∧ Sk−3g, R =
∑

|k−k′|≤2

∆kf ∧∆k′g.

3. A l’aide des identités de Bernstein, montrer que

2−k‖dSk−3f ∧ d∆kg‖L2 ≤ C
∑
l≤k−3

2l−k‖d∆lf‖L2‖d∆kg‖L2 .

4. Montrer l’inégalité de Young discrète∑
k,l

φ(k − l)ψ(l)ρ(k) ≤ ‖φ‖l1‖ψ‖l2‖ρ‖l2 .

5. En déduire
‖A‖Ḃ−1

2,1
≤ C‖df‖L2‖dg‖L2 .

6. A l’aide des identités de Bernstein, montrer que

‖∆j (d∆kf ∧ d∆k′g) ‖L2 ≤ C22j−k‖d∆kf‖L2‖d∆k′g‖L2 .

7. En déduire
‖R‖Ḃ−1

2,1
≤ C‖df‖L2‖dg‖L2 .

8. En déduire que u ∈ L∞ avec

‖u‖L∞ ≤ C‖df‖L2‖dg‖L2

puis que u est continue.

?
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