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OPERATEURS

Séance du 13 mai 2019

Exercice 1.  Question de cours : relations entre noyau et image
Soit T': D(T) C E — F un opérateur non borné, a domaine dense.

1. Montrer que
ker T C (ImT*)*, kerT* = (ImT), ImT = (kerT%)*, ImT* C (kerT)> .
2. On suppose de plus que T est fermé. Montrer qu’alors ker T’ = (Im T*)J—.
*

Exercice 2.  Echauffement : adjoint et domaine
Soit T : D(T) C ¢}(N) — ¢}(N) l'opérateur non borné défini par

D(T) = {(un)HGN € gl(N) } (nun)neN € gl(N)} ’ T: (un)nEN = (nun)nGN'

1. Montrer que D(T') est dense, et que T est fermé.

2. Déterminer D(T™), T*, et D(T*).

Exercice 3. Opérateurs compacts et suites

Soient E et F' deux espaces de Banach, et T' € L(E, F'). On suppose que E est réflexif. Montrer
que T est compact si et seulement si I'image par T' de toute suite faiblement convergente de F est une
suite fortement convergente de F'.

Exercice 4.  Opérateur de multiplication

Sur l'espace £2(N), on considére la multiplication par a = (an)nen, définie par My : (up)pen €
P2(N) = (antn)nen € £2(N).

Montrer que M, est un opérateur borné sur ¢?(N) si et seulement si a € ¢*°(N). Montrer que M,
est compact si et seulement si a,, — 0 quand n — +o0.

*

Exercice 5. Idéauxr de L(H)

Soit H un espace de Hilbert, et Z un idéal bilatére de £(H), que 'on suppose fermé en norme et
non réduit & {0}. Montrer que Z contient les opérateurs compacts.

Indication : On pourra montrer que Z contient toutes les projections selon une droite, puis tous les
opérateurs de rang fini.

*

Exercice 6. Fonctions a support dans un méme compact
Soit K un compact de R. On note L2 (R) le sous-espace de L%(R) des fonctions & support dans K,
que ’on munit de la norme induite.
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1. Soit u € L2 (R). Montrer que la transformée de Fourier de u, notée 4, définit une fonction bornée
sur R, qui est la restriction a la droite réelle d’une fonction entiére.

2. Soit (un)nen une suite d’éléments de L2 (R). On suppose que u, — 0 (pour la convergence
faible). Montrer que, pour tout & € R fixé, u,(§) — 0 quand n — +oo.

3. Montrer que la convergence précédente est en fait uniforme sur les compacts.

4. En déduire que la transformée de Fourier
F: L% (R) — L (R)

est une application linéaire compacte.

Exercice 7.  Opérateurs de Hilbert-Schmidt
Soit H un espace de Hilbert séparable, et T € L(H).

Définition 1. On dit que T est un opérateur de Hilbert-Schmidt s’il existe une base hilbertienne (ey)nen
de H telle que Y, ||Ten|* < oo.

1. Soit (fp)pen une base hilbertienne de H. Montrer que
DTSl =D (I Tenl
p n

En déduire que pour toute base hilbertienne (&,,)men de H, > [|Ténl* = 3, [|Ten||*. On note
7|13, cette quantite.

2. Montrer qu’un opérateur de Hilbert-Schmidt est continu, de norme ||T'|| < ||T||ms-
3. Montrer qu'un opérateur de Hilbert-Schmidt est compact. Que dire de la réciproque ?
Indication : Penser & l'exercice 3.

4. (Un exemple.) On considére dans cette question H = ¢%(N), et on fixe ¢ = (¢p)neny € H. On
définit 'opérateur d’anti-convolution I'. par

o0

Lot (zn)neny € H — ch+pxp € H.

p=0 neN

Montrer que T est un opérateur de Hilbert-Schmidt si et seulement si > (1 + n)|e,|? < +oo.
*

Exercice 8.  Opérateurs a noyauz
Soit © un ouvert de R%. On considére 'espace de Hilbert H = L%(Q, R).

1. Soit K : Q x Q — R une fonction de L2(Q x Q). On définit

(Tic f)(x) = /Q K (. y) f(y)dy.

Montrer que Tk est un opérateur de Hilbert-Schmidt, avec || Tk||ns = [[K||z2ox0)-
2. Montrer que tout opérateur de Hilbert-Schmidt sur H = L?(Q) s’écrit de maniére unique sous
la forme Tk .

3. En utilisant le théoréme de Stone-Weierstrass, montrer directement que Tk est limite en norme
d’opérateurs de rang fini.
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