Corrigé - TD 13

Indépendance, Lois et modeles usuels, Lemmes de Borel-Cantelli

Exercice 0. Soient X et Y deux variables aléatoires gaussiennes centrées réduites indépendantes.

X4Y of X=Y o ioni 34
Montrer que les variables aléatoires 5 et =75~ soient indépendantes.

Corrigé : Soient F,G: R — R, deux fonctions boréliennes. En remarquant que (z,y) —

(x\;%y’ = \/y ) est un C!-difféomorphisme de R x R sur R x R de jacobien —1, la formule du change-
ment de variable donne

()] - Lo b o
o

= / F(x e_z2 dxdy
RxR
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On en déduit que X—\}%Y et =75~ soient indépendantes, et sont toutes les deux gaussiennes

centrées réduites.

Exercice 1. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles bornées. Démontrer que X et Y sont
indépendantes si, et seulement si

Vk,leN, E[Xx*V' =E[XF|E[Y"]. (1)

Corrigé : L'implication est facile, car si X et Y sont indépendantes, alors X ket Y le sont
également. Réciproquement, supposons que (1) est vérifiée. La fonction caractéristique de

(X,Y) est donnée en (u,v) € R? par
(Zoo i kX’“) (ZOO (iv)lYl>
l!

k=0 =0

b(x,v)(u,v) = E [exp(iuX) exp(ivY)]

Soit C' un majorant de | X| et |Y'|, de sorte que

kck-‘rl
Z M = exp(|u|C) exp(|v|C) < oo

On peut ainsi appliquer le théoréme de convergence dominée

Box Z Zk-i—ll]i;‘;)' [szyl} '

k,[>0

Pour des questions, n'hésitez pas & envoyer un mail & shen.lin@ens. fr, ou bien a passer au bureau V7.



D’apres 'hypothese, on a donc
k)l o0 ik k SN !
B g UV k N (iu)*E [ XF¥] (iv)'E [Y!]
S (wo) = 32 MR (X E Y] - (Z Kl > '
k>0 k=0 1=0
En appliquant le théoréme de convergence dominée de la méme maniere, il en découle

* (iu)k XFk > (iv)Y!
> (X e 5

k=0

ox,y)(u,v) =E = ¢x(u) - ¢x(v),

d’ou le résultat.

Exercice 2 (Variable exponentielle). Une v.a. positive X définie sur un espace de probabilité
(Q, F,P) est appelée (de loi) exponentielle de parametre c €]0, 00| si sa loi admet la densité ¢ €
R4+ ce”“ par rapport a la mesure de Lebesgue.

1. Calculer E[X], var(X) et la transformée de Laplace E[e~*¥].

2. (Propriété d’oubli) Soit Z: 2 — R4 une v.a. F-mesurable telle que P(Z > t) > 0 pour tout
t € Ry. On suppose qu’elle possede la propriété d’oubli, c’est-a-dire que

Vs,teRy, P(Z—-t>s|Z>t)=P(Z>5s).
Montrer que Z est une variable exponentielle pour un certain parametre c €0, oo|.

3. (Lemme des réveils) Soient X1, . .., X,, des variables exponentielles indépendantes de parametres
respectifs ci,...,c,. On pose Y = min;<y<, Xj. Vérifier les assertions suivantes.
(a) Y est une v.a. exponentielle de parametre ¢; + - - - + ¢,,.

(b) Il existe N: Q — {1,...,n} une v.a. F-mesurable telle que
P-ps. Xy=Y et Xy <min{Xpke{l,...,n}\{N}}.

Par ailleurs, P(N = k) = ;% pour toutk € {1,...,n}.

(c) De plus, N et Y sont indépendantes.

Corrigé : voir le polycopié de cours, section 8.4.

Exercice 3 (Variable Gamma). Soient a, ¢ €]0, co[. Une v.a. positive X suit une loi Gamma(a, c)

si elle admet la densité .
c

I(a)

par rapport a la mesure de Lebesgue, o1 I'(-) désigne la fonction de Gamma d’Euler.

—cx,a—1

1g, (z)

1. Calculer E[X], var(X) et la transformée de Laplace E[e~*¥].

2. Soient X1, ..., X,, desv.a. indépendantes de loi Gamma de parameétres respectifs (a1, c), . . .,
(an,c). Montrer que X + - - - + X, suit une loi Gamma de parametres (a; + - - - + ap, ¢).



Corrigé : voir le polycopié de cours, section 8.4.

Exercice 4 (Variable de Poisson). Une v.a. X : 2 — N est (de loi) de Poisson de parametre 6 €0, oo[
si pour tout k € N,

Hk
_ _ -0

1. Calculer E[X], var(X) et la fonction génératrice E[r].

2. Soient X1, ..., X,, des v.a. indépendantes de Poisson de parameétres respectifs 61, ..., 0,.
Montrer que X; + - - - + X, est une v.a. de Poisson de parametre 1 + - - - 4 0.

3. Plus généralement, soit (X, )nen des v.a. de Poisson indépendantes. On note 6,, le parametre
de X,. Vérifier que Y, X, est une v.a. de Poisson (éventuellement dégénérée ') de
parametre ) On.

4. (Approximation Binomiale-Poisson) Pour tout n > 1, on se donne une suite (Y, x)1<r<n de
variables indépendantes de Bernoulli de parametres respectifs p,, . On pose

Xn = Z Yn,k: et 0,= Z Pnk -

1<k<n 1<k<n

Alors pour tout § >0, montrer que

D

9k
_ 0 -
P(X, = k) —e M‘§2‘9_9"|+2 > phke
keN

1<k<n

En déduire que si lim,, 0, = 0 et si lim, maxi<x<n pnx = 0, alors limy, 3 3, ;- pfb,k =0et

gk
lim ']P’(Xn =k) — e*"ﬁ

n—o00
kEN

=0.

Corrigé : voir le polycopié de cours, section 8.4.

Exercice 5 (Processus de Poisson).
Soit (X,,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur ({2, 7, P), de méme
loi exponentielle de parametre 1. On pose T = 0 et pour toutn > 1,

T,=X1+4+...+ X,

Pour tout ¢t > 0, on pose
Ny =max{n >0:T, <t}.

1. Soit n > 1. Calculer la loi du n-uplet (T3, ...,T;).

2. En déduire la loi de V; pour tout ¢t > 0.

!Lois de Poisson dégénérées : on dit qu’une v.a. suit une loi de Poisson de parametre infini (resp. nul) si p.s. elle
vaut oo (resp. si p.s. elle vaut 0).



3. Pour n > 1ett > 0, on définit sur 2 une nouvelle mesure de probabilité Q"' par la

formule B(AN [ "
N =n
"HA) = L AeF.
Q™" (4) PN =n) cF
Calculer la loi du n-uplet (T3, ..., T;) sous la mesure de probabilité Q™.
Corrigé :

1. Soit f: R} — R, une fonction mesurable. On a

E(f(Tl, .. ,Tn)) = f(.%l, 1+ 22,...,1 +T2+ ...+ $n)€_(x1+x2+"'+x") dzy...dz,.
RY

Or¢:(x,...,2n) € (R)" = (1,21 +22,...,c1+ 22+ ...+2,) € {0 <t < ... <1y}

est un C!-difféomorphisme de jacobien égal a 1 donc d’apres la formule du changement

de variables,

E(f(Tl, .. 7Tn)) = f(tl, to,... atn>6_tn1{0<t1<...<tn} dty ...dt,,
RY
ce qui signfie que la loi de (T3, ...,T,) a pour densité e "1y~ 4} par rapport a la
mesure de Lebesgue sur R".

2. Soitn € N. Ona {N; = n} = {T,, < t,T4+1 > t} car la suite (T},),>0 est p.s. croissante
et donc P(Ny = n) = P(T;, < t,T,+1 > t). On en déduit d’apres la question (1) que pour

n>1,
P(Ne=n) = /R”“ e Lo cp cctnatnp i} Htn <t} Lty >} db1 - dindty
- o
= / 1{0<t1<...<tn§t} dtl e dtn/ e_tn+1 dtn+1
R? t
_
onl ’

ol la deuxieme égalité est une conséquence du théoreme de Fubini-Tonelli. Et 1'on a
oo
PNy =0)=P(Th >t) =P(X; >t) = / e dr=e".
t

On voit que V; suit la loi de Poisson de parametre ¢.

3. Soit f: R — R, une fonction mesurable. On a

E(f(T17 LR 7Tn)1{Nt:n})
= E(f(T1,...,To) Y1, <t/ 101 >})

= /R”“ F ) L <im0 ™ octicnctn oy} At dindty
+

o
= f(tlv cee 7tn)1{0<t1<...<tn<t} dty... dtn/ e_t"+1dtn+1
R” t
—t

= e - Qs etn)Yoct <. <ty <ty Al ... dtp,
+



ol la troisieme égalité est une conséquence du théoreme de Fubini-Tonelli. Donc

EQ"’t (f(Th o 7jjn» _ E(f(Th cee Tn)l{Nt:n})

]P)(Nt = n)
n!
= m Qs etn)Yoct <. <ty <ty Al ... dtp,
RY
ce qui signfie que la loi de (T3, ..., T;) sous Q™" a pour densité n!t™" 1ocy, < <4, <4} Par

rapport a la mesure de Lebesgue sur R”.

Exercice 6. Soit o > 0, et soit (Z,,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi

donnée par

1 1
P(Zy=1) = — et P(Z,=0)=1- —

ne’

Montrer que Z,, — 0 dans L', mais que p.s.,

{1 si <1

msupZn =10 s a>1

n—oo

Corrigé: OnaE[|Z,|] = E[Z,] = n=* — 0, ce qui signifie que Z,, — 0 dans LL'.

Pour toutn > 1, onnote A,, = {Z,, = 1}. Sia > lalors 3 -, P(A;) < oo. D'apres le lemme
de Borel-Cantelli, on a donc P(limsup 4,,) = 0 c’est-a-dire p.s., il existe ng > 1 tel que pour tout
n > ng, Zy = 0 et ainsi limsup Z,, = 0.

Sia <1lalors ), - P(A,) = co. Les A, étant indépendants, d’apres le lemme de Borel, on
a donc P(limsup A,) = 1 c’est-a-dire p.s., pour tout ng > 1, il existe n > ng tel que Z,, = 1 et
ainsi limsup Z,, = 1.

Exercice 7. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-
tribuées. On note F' la fonction de répartition de X; et on suppose que X; n’est pas p.s. con-
stante.

1. Soit a € R tel que 0 < F'(a) < 1. Montrer que p.s.,

liminf X, < a <limsup X,,.

n—oo n—o00

2. On pose o = inf{z € R: F(z) > 0} et 8 = sup{z € R: F(z) < 1}. Montrer que o < f3,
que a # +oo et que 3 # —oo.

3. Montrer que p.s.,
limsup X,, = 3 et liminf X,, = a.
n—00 n—00

Corrigé :

1. On a limsup{X,, > a} C {limsup,,_,,o Xn > a} et P(X,, > a) = 1— F(a) €]0,1[. Donc
Y ons1 P(Xy > a) = +oo et d’apres le lemme de Borel (les événements {X,, > a} étant
indé_pendants), ona

P (limsup{X,, > a}) = 1.

5



Ainsi p.s., limsup,,_,,, X, > a.
De méme, lim sup{X,, < a} C {liminf, ,, X,, < a}, et on montre comme précedemment

que p.s. liminf,, o X, < a.

2. On a o < f car F est croissante. Supposons que o = . Alors par continuité a droite
F(a) = 1 et F est la fonction de répartition de la mesure 6, ce qui contredit '’hypothese
de I'énoncé. Si f = —oo cela signifie que F' = 1 ce qui n’est pas possible car F'(z) — 0
quand z — —oo. De méme a # +o0.

3. Soit (f)k>1 une suite croissante qui tend vers 3 telle que a < §;, < 8. D’apres la question
(1), on a pour tout £ > 1, p.s., limsup,,_,., X, > Bk. Ainsi, p.s., limsup,,_,., X, > B.
Supposons 5 < +oo. Soit k£ > 1. On a {limsup,_,., X, > B+ 1/k} C limsup{X,, >
B+ 1/k}. Or F(B+ 1/k) = 1, le lemme de Borel-Cantelli assure donc que

P(limsup{X,, > 8+ 1/k}) =0.

Ainsi pour tout k > 1, p.s., limsup,,_,.o X, < 4+ 1/k puis, p.s., limsup,,_, . X,, < .

Soit (aj)k>1 une suite décroissante qui tend vers « telle que o < f, < (. D’apres la
question (1), ona pour tout k > 1, p.s., limsup,,_,, X, < . Ainsi, p.s., limsup,,_,, X;, <
a. Supposons a > —oo. Soit £ > 1. On a {liminf,, o X, < a —1/k} C limsup{X,, <
a —1/k}. Comme F(a — 1/k) = 0 pour tout k& > 1, on conclut comme précedemment
que, p.s., liminf, ,, X;, > o

Exercice 8. Soient X7, Xy, ... des variables aléatoires i.i.d. telles que P(X; = 1) = P(X,, =0) =
1/2. Posons

L, :=max{k >1: ilexistei <n —ktel que X;4; =--- = X, = 1}.

1. Montrer que p.s. limsup,, ,., L,/In(n) < 1/In(2).
2. Montrer que p.s. liminf, o L,/In(n) > 1/1n(2).

3. Conclure.
Corrigé :

1. Pourj > 1,0ona

n—j
B(Lo>j) = B(|]{X1=- = iﬂ,_l})
1=0
n—j n—j '
I n—j+1 n
< Z;P({Xm— = Xipj=1}) = szTgﬁ
1= i

Soient € > 0 et j(n) := |(1 + €)In(n)/In(2)]|. Alors P(L,, > j(n)) < 2/n°. Posons n; =
|k?/¢] de sorte que 3", P(Ly,, > j(ng)) < oco. D’aprés le lemme de Borel-Cantelli, p.s.,
pour tout k suffisamment grand ona L, < j(ng) < (1+¢€)In(ng)/In(2).



Soit n € [ng_1, ng| suffisamment grand. Alors

d’ot1 le résultat.
2. Posons k,, := | (1 — €)In(n)/In(2)]. Soit
A = {X(i—l)kn—H = X(i—)hpt2 = = Xik, = 1}, 1<i< N, = |n/kn|.

Alors UfV:“’lAi C {Ly, > ky}. Puisque les événements A;,1 < i < N,, sont indépendants,
ceci entraine que

Np Nn, 1 Nn
=1

=1

qui est sommable en n. D’apres le lemme de Borel-Cantelli, p.s., pour tout n suffisamment
grand, L, > k, > (1 —€)In(n)/In(2) — 1, d’ou le résultat.

3. Ainsi, p.s. lim,, o0 L,/ In(n) = 1/1n(2).



