PROCESSUS STOCHASTIQUES - TD 13
FONCTIONS HARMONIQUES - PROBLEME DE DIRICHLET

On se place sur R? avec d > 1. On note Ay la mesure de Lebesgue en dimension d et
o4 la mesure de proba uniforme sur S?~1, la sphere unité. Dans la suite (B;);>o désigne un
mouvement brownien en dimension d défini sur un espace de probabilité (2, F, (P;) ,crd)-

Pour z € R et r > 0, on notera B(z,r) la boule fermée de centre x et de rayon r et o, , la
mesure de probabilité uniforme sur la sphére de centre x et de rayon .

Définition 1 : Soit D un ouvert de R%. Une fonction mesurable localement bornée h : D — R
est dite harmonique si pour tout z € Detr > 0tq B(x,r) C D,on a

hz) = / h(y)os r (dy).

Exercice 1.
1. Montrer que o, est la seule probabilité sur la sphére invariante par isométrie vectorielle.

2. Soit h une fonction harmonique sur un domaine D. Soit 7y > 0 et
Dy = {x € D, dist(x, D) > ro},

et soit ¢ : R — R une fonction C*° a support compact inclus dans |0, 79[. Montrer que
pour tout x € Dy,

coh(a) = [ o1z~ ahla)d.
R
En déduire que h est C* sur D.
3. En utilisant la formule de Taylor a I'ordre 2, montrer que Vo € D, Ah(x) = 0.

Définition 2 : probleme de Dirichlet. Soit D un ouvert borné et g une fonction mesurable
bornée et continue de 9D dans R. On veeut trouver une fonction h : D — R telle que

e h est continue sur D
e h est harmonique sur D
i h|8D =g
Exercice 2. On se place dans les conditions du probleme de Dirichlet.
1. Montrer que si une solution au probléeme de Dirichlet existe, elle est unique.

2. Soit Tpe =inf {t > 0, B; ¢ D} le temps de sortie de D. Montrer que la fonction 4 : D — R
définie par :
h(z) = Eq [9(Brp. )]

est harmonique sur D.



3. Pour cette question uniquement, on prend D = B(0,1) \ {0}, g(0) = 0 et g(z) = 1 pour
|z| = 1. Supposons qu’il existe une solution . au probleme de Dirichlet. Montrer que h
est invariante par isométrie vectorielle. En déduire que le probléme de Dirichlet na pas
toujours de solution.

Rappel : Laplacien en coordonnées polaires si h est une fonction radiale, alors

0*h  d—10h
Ah=—+——.
or? r Or

Définition 3 : Soit D un ouvert borné. On dit que D vérifie la condition de cone extérieur
si pour tout x sur 9D, il existe un cone de révolution C' de sommet x et un € > 0 tels que
CNB(z,e) C D°.
Nous voulons montrer que si D vérifie la condition de cone extérieur, alors le probléeme
de Dirichlet a une solution. On sait que h(z) = E; [¢g(Br,.)] est harmonique sur D, il
suffit de montrer que h est continue sur D, c’est-a-dire que Vy € 0D,

lim h(z) = g(y).

=y, €D

4. Soity € 0D etz € D. Onnote M = sup g et on fixe 6,7 > 0. Montrer 1'inégalité suivante :

h(@) = 90)] < Ea [190B15e) = 90 e <oy Lsup, ., 1Be—al<s)

+2MP, [sup |B; — x| > (5] + 2MP, [Tpe > ).
t<n

5. Soit Soit C' un coéne ouvert de somme 0 et d’angle 6/2et pour tout a > 0, C, = C'\ B(0,¢).
On définit T = inf{t, B; € C'} et la méme chose pour T . Montrer que Py[Tc = 0] = 1
et que si a est suffisamment petit, Po[T; <n] >1—e.

6. En déduire que
lim P, [Tpe > 1] = 0.
T—Y, TE

7. Montrer que h est solution du probleme de Dirichlet.

8. On prend D = B(0,a,b) = {z € R% a < |z| < b} une couronne ouverte, et g(z) = 0
quand |z| = @, g(z) = 1 pour |z| = b. Trouver la solution du probléeme de Dirichlet.
Quelles informations cela donne-t-il sur le mouvement brownien ?

Exercice 3 (Principe du maximum).

1. Soit V un ouvert borné de R? et u une fonction réelle continue sur V et C2 sur V, telle
que Au > 0. Montrer que u atteint son maximum sur la frontiere de V. Méme question
mais avec Au > 0.

2. Soit D un ouvert de R? et h une fonction localement bornée sur D. Montrer que h est
harmonique ssi h est C? et Ah = 0.



