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ESPACES DE SOBOLEV

Séance du 22 mai 2017

Exercice 1.  Echauffement : petites questions sur H*(R?)
1. Vérifier que g € H® pour s < —d/2.
2. Montrer que l'injection de H*' dans H®2, pour s; > so, est continue.
3. Montrer que &'(RY) C |J, H*.
d d

4. On suppose maintenant que s €]4, § + 1[. Montrer que pour tout a € [0,1] et z, y,
¢ € R4, il existe une constante C' > 0 (dépendant de d et o) telle que

|78 — eWE| < Cla — y]¥I€]”.

En déduire que pour tout u € S(R?), tout a €0, s — g[, il existe C'(a, d) tel que

u\r) —u
voyert, M < ol

En conclure que H*(R?) s’injecte contintiment dans C%(R?), 'ensemble des fonctions a-
holdériennes bornées.

*

Exercice 2. Cas limite d’injection de Sobolev
1. Montrer que H'(R?) ne s’injecte pas dans L>(R?).
Indication : On pourra considérer la fonction z + {/In [z].
2. Soit u € C°(R?). Montrer que

lullZ2 < 100yl 1[0y £1-
3. En déduire que

09—
¥ 22, lullfze < Ollulfop [Vl 2.

4. Montrer que pout tout 6 > 1, il existe une constante C'(6) telle que
[ull 20 < C(0) (ull 2w + [Vul[12) -
En conclure que pour tout g > 2, H'(R?) — L4(R?).

*
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Exercice 3. Une autre écriture de H?
Soit 0 < s < 1. On considére, pour u € S(R™),

Is(u) :—/ Mdmdy.

|z — y[r 2

1. Réécrire I4(u) sous la forme

- dh
L = [ OF A€, avee )= [ e -1

2. Montrer que
. dn
&) = I [ e -

avec w(§) := &£/[¢], et en déduire que [|ullF. ~ [Jull3s + I(u).

*

Exercice 4. L’équation des ondes
1. Soit ug € HY(RV),u; € L2(RY). Résoudre dans C?(R, L?(RY)) :

O?u—Au=0 dans R x RV,
u(0, ) = uo,
8tu(0, ) =Uuj.

2. Soit f € L' (RY). On suppose de plus supp f C {€ e RNV | 1 < |€] < 2}. Montrer que
F el f)y = K(t,z) * f, ou

Kita) = [ xe)eerinas

avec x € C°(RY), radiale, telle que x(£) = 0 pour [£| < 1 et [¢] > 3, et x(§) = 1 pour
1< el <2

3. Montrer que |K(z,t)| < —$—

N=1
[t] 2

Indication : On pourra séparer les cas |z] < §, £ <|z| < 2t et 2t < |a].
4. En déduire une estimation de décroissance, quand N > 2, pour la solution de ’équa-
tion des ondes, avec des données initiales ug, u; qui vérifient I'hypothése de la question 2.
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