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TD15 : THEORIE DE GALOIS 11

Diego Izquierdo
Je vous dirai plus tard quels exercices seront a préparer et quels exercices nous traiterons.

Exercice 0 : TD14
Faire les questions (xiii) et (xvi) de I'exercice 7 du TD14.

Exercice 1 : Sous-corps d’un corps cyclotomique
Faire la liste des sous-corps de Q((y)-

Exercice 2 : Sous-extensions de degré 3 d’extensions cyclotomiques
1. Déterminer I'entier positif minimal n tel que 'extension Q((,)/Q contient
une sous-extension £ de degré 3. Montrer que cette sous-extension est
unique.

Indications : Le groupe de Galois de Q(¢,,)/Q est (Z/nZ)*. Ce groupe posséde
un sous-groupe d’indice 3 si, et seulement si, 9|n ou n posséde posséde un diviseur
premier congru & 1 modulo 3. En invoquant la théorie de Galois, on déduit que
Pentier n recherché est 7. Comme Z/67Z posséde un unique sous-groupe d’indice
3, la sous-extension E est unique.

2. Montrer que E/Q est galoisienne et exhiber un polynéme unitaire
irréductible & coefficients entiers dont c’est le corps de décomposition.

Indications : Le sous-groupe d’indice 3 de Z/6Z est distingué. La théorie de
Galois montre donc que F/Q est galoisienne de degré 3. Par ailleurs, on remarque
que E = Q(¢7) NR, puisque E est le sous-corps de Q({7) fixé par la conjugaison
complexe. On vérifie immédiatement que £ = Q(8) ou § = C7+C;1. Le polynome
minimal de 3 sur Q est X3+ X2 —2X — 1. Donc FE est le corps de décomposition
du polynéme irréductible X3 + X2 —2X — 1.

Exercice 3 : Irréductibilité des polynémes cyclotomiques
Soient m et n deux entiers naturels premiers entre eux. Montrer que ®,, est

irréductible dans Q((,,).

Indications : Comme m et n sont premiers entre eux, on remarque que

Q(Cma C'n) = Q(Cmn). OH a alors :

p(mn) = [Q(Cnn) + Q] = [Q(Cn) (¢n) + QG )NQ(Cra) = Q)

Comme m et n sont premiers entre eux, ¢(mn) = @(m)e(n), et donc [Q((m)(Cn) -
Q(&m)] = ¢(n). On en déduit que ®,, est irréductible dans Q((,).

Exercice 4 : Examen 2014
Soit n > 2. Soient K, = Q((n) et KF = Q((on £ ().
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1. Identifier les groupes Gal(K,,/Q) et Gal(K/Q).
Indications : On a Gal(K,,/Q) = (Z/2"Z)* = Z/2Z x Z/2"?Z, le deuxiéme
isomorphisme étant donné par :

7)27 x 7.)2" 27 — (Z)2"7)*, (a,b) — (—1)25°.

Par cet isomorphisme, K est le sous-corps fixé par (1,0) et K, est le sous-corps
fixé par (1,2"73). On a donc :

Gal(K;7/Q) = (2/2Z x Z./J2"27) /(Z/2Z x {0}) = Z./2"?Z

t
’ Gal(K,, /Q) = (Z/27Z x Z./2"27)/{(1,2"73)) = 7 /2" *Z.

2. Montrer que l'on a, pour chaque choix de n — 3 signes :

Kf=Q 2i\/2i\/...i\/2i\/§ :

K- =0Q|: Qi\/Zi\/...i\/Qi\/E .

Indications : Faisons-le pour K, . Pour chaque k € (Z/2"Z)*, on a K, =
Q¢ + ¢F) et K7 = Q(¢5. — ¢F). T suffit donc de montrer que, quel que soit
le choix de signes, il existe k € (Z/2"Z)* tel que

\JQﬂ:\/Qj:\/...j:\/Zj:\/?:Cé“n—&-ank.

Cela se prouve aisément par récurrence sur n.

3. Faire un diagramme représentant les sous-corps de K,.
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Indications : Les sous-groupes de Gal(K,,/Q) & Z/2ZxZ/2" 27 sont les Z/27.x
7)2FZ pour 1 < k < n—2,0x Z/2"Z pour 0 < k < n — 2 et ((1,2%)) pour
0 < k < n — 2. La théorie de Galois permet alors d’affirmer que le treillis des

sous-corps de K, est :

fi
7 |
Ky o ey
SN
K, WY,
I
K3 Ky K{
SN

K, Wi K

N

Exercice 5 : Sous-extensions quadratiques d’extensions cycloto-
miques
1. Soit n € Z\ {0}. Combien d’extensions quadratiques de Q sont conte-
nues dans Q((,)? Vérifier en particulier qu’il y en a 7 pour n = 60.
2. (a) Soit p un nombre premier impair. Calculer le discriminant de ¢,
et en déduire que 'unique extension quadratique de Q contenue dans

Q) est @ (/-7

(b) Quelles sont les extensions quadratiques de Q contenues dans Q((g) ?

(c¢) En déduire la liste des extensions quadratiques de Q contenues dans
Qéo)-

3. (a) Montrer que toute extension quadratique de Q est contenue dans

une extension cyclotomique de Q.

(b) (Difficile) Soit d € Z \ {0,1} sans facteurs carrés. Soit n le plus
petit entier naturel n tel que vd € Q(¢,). Montrer que n = |d| si
d=1 mod 4 et quen=4|d| sid# 1 mod 4.

Exercice 6 : Polynémes cyclotomiques
Soient a et b deux entiers naturels non nuls premiers entre eux. Le théoréme
de Dirichlet (1837) affirme qu’il existe une infinité de nombres premiers p tels
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que p =b mod a. Le but de cet exercice est d’établir ce théoréme dans le
cas particulier ou b = 1.
1. Soit P € Z[X]~\Z. Montrer que I'ensemble {d € N|In € N, d | P(n)}
est infini.

Indications : Supposons cet ensemble A fini, égal & {m4,--- ,m,}. En particulier
le coefficient constant « de P est non nul puisque sinon on aurait n | P(n) pour
tout n > 1. Dés lors P(my - - - m,|a|n) s’écrit sous la forme |a|Q(n) ot Q est un
polynome de Z[X] N\ Z & coefficient constant valant +1. Aussi, on a Q(n) = +1
modulo my, pour tout 1 < k < r. En prenant ng € N assez grand, on a |Q(ng)| > 1
et Pexistence d’un diviseur de Q(ng) contredit la finitude de A.

2. Soit P = =1 € Z[X]. Montrer qu’il existe un nombre premier p et

un

¢a
entier = tels que p divise ¢,(x) mais pas P(z).

Indications : Ecrivons X* — 1 = &,P dans Z[X]. Par identité de Bézout, il
existe U,V € Q[X] vérifiant ®,U + PV = 1; en chassant les dénominateurs, on
a un m € N non nul et des Uy, V € Z[X] veérifiant ®,Uy + PVy = m dans Z[X].
D’aprés 1., il existe 2 € N et p un diviseur premier de ®,(z) ne divisant pas m;
cela implique p { P(x).

3. Calculer l'ordre de x dans Z/pZ et en déduire que p =1 mod a.

Indications : On déduit de la question précédente que z* — 1 = 0 € F, mais

% —1# 0 € F, pour d un diviseur strict de a (on rappelle P = [[ ®,). 1l
dl|a, d#a
s’ensuit que l'ordre de x dans S est a et que p — 1 est donc divisible par a.

4. Conclure.

Indications : On suppose que I’ensemble des nombres premiers p tels que p = 1
mod a est fini. On le note {p1,...,p,}. On applique alors la démarche précédente
avec ap; - - - p, au lieu de a : cela permet de trouver un nombre premier p,41 = 1
mod ap;...p,. Absurde!

Exercice 7 : Galois inverse sur (Q, cas abélien fini
On utilisera & bon escient les résultats :
— sur la structure des groupes abéliens finis ;
— sur la progression arithmétique faible de Dirichlet (exercice 6).
En pensant aux corps cyclotomiques, montrer que tout groupe abélien fini
est groupe de Galois d’une extension galoisienne sur Q.
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Indications : Soient G un groupe abélien fini et ny | na | --- | n, ses facteurs
invariants, de sorte que l'on a G = [[, Z/n;Z. Par Dirichlet faible, il existe des
premiers p; deux a deux distincts et respectivement congrus & 1 modulo n;. Po-
sons m = [[, p; et considérons £ une racine primitive m-éme de 1'unité dans C.
L’extension Q C Q(&) est galoisienne de groupe de Galois isomorphe &

z/mz)* =[] (Z/pz)* =[] 2/(p: - V).

On en considére alors le sous-groupe H = [[,n;Z/p;Z et par suite le corps
fixe K = Q(&)*. Parce que (Z/mZ)* est abélien, tout sous-groupe est nor-
mal, et ’extension Q C K est donc galoisienne de groupe de Galois isomorphe &
(Z/mZ)*/H = G.

Exercice 8 : Examen 2014

Pour quelles valeurs de n > 1 le corps Q(¢,) (resp. Q(¢,) NR = Q(¢, + (1))
s’écrit-il sous la forme Q(\/ar, /a2, ..., /ar) ot a; € Q7 Expliciter les a;
dans chaque cas.

Indications : Soit n > 1 tel que le corps Q({,) s’écrit sous la forme

Q(y/a1,/az, ..., /a,) avec a; € Q*. Alors Gal(Q((,)/Q) = (Z/nZ)* est de 2-
torsion. On en déduit que n € {1,2,3,4,6,8,12,24}. Réciproquement :

n=1: Q(¢,) =Q.

n=2: Q) =Q.

n=3: Q) =Q(V=3).
n=4: Q(Cn) = Q(\/jl)
n="06: Q) =Q(/-3).
n=8: Q) =QW-1,v?2)
n=12: Q(¢) =Q(—1,V3

) =Q( )-
Soit maintenant n > 3 tel que le corps L, = Q({,) N R s’écrit sous la forme

Q(y/a1,/az, ..., /a,) avec a; € Q*. Alors Gal(Q(¢,)/Q) = (Z/nZ)* /{E1} est
de 2-torsion. On en déduit que n € {3,4,5,6,8,10,12,24}. Réciproquement :

n=3: L,=Q.
n=4: L, =Q.
n=5: L,=Q(/5).
n=6: L, =Q.
n=8: L,=Q(2).

n=10: L, = Q(V5).
n=12: L, =Q(/3).
n=24: L, =Q(/2,V3).

Pour n =1 ou 2, le résultat est évident.

Exercice 9 : Cyclotomie sur [,
Soient p un nombre premier, ¢ une puissance de p et » > 1 un entier.
1. Déterminer le groupe p,-(IF,) des racines p™-émes de l'unité dans F,.

Indications : Comme p" et ¢ — 1 sont premiers entre eux, il existe a,b € Z
vérifiant p"a + (¢ — 1)b = 1. Si x est un élément de p,-(F,), en particulier x est
non nul et on a z = (27" )%(x77 1) = 1. D’ot I'égalité p,-(F,) = {1}.
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2. Montrer que toute extension finie de F, est cyclotomique, c’est-a-dire
engendrée par des racines de 'unité.

Indications : Une extension de degré r de F, est le corps de décomposition de
X1

Soient n > 1 un entier et ®,, € Z[X]| le n-éme polynéme cyclotomique sur
C. On note @Lp) la réduction de ®, modulo p, que I'on peut voir comme un
polynome sur [F,.
Supposons n premier & p.
3. Montrer que les racines de 63’) sont exactement les racines primitives
n-émes de 'unité dans [F,.

Indications : Ona X7 — 1" = I1 555)) et I'affirmation est alors immédiate par
d|n
récurrence.

4. Montrer que Eﬁf’) est irréductible sur [y si et seulement si ¢ est un
générateur de (Z/nZ)*.

Indications : Supposons 65:7) irréductible sur F, et soit £ € F, une racine de
655)). Alors € est de degré o(n) et on a €97 = £ mais ¢ Lesi1< f< o(n).
Comme ¢ est une racine primitive n-éme de 1'unité, cela signifie n | ¢#(™ —1 mais
n {1 ¢’ — 1. En particulier, ¢ est d’ordre ¢(n) dans (Z/nZ)* et donc (Z/nZ)* est
cyclique engendré par g. Pour la réciproque, il refaire le méme raisonnement dans
l’autre sens.

@(n)

5. En déduire que la réduction de &g modulo p est réductible pour tout
nombre premier p.

Indications : Le groupe (Z/8Z)* n’est pas cyclique. Donc ®g modulo p est
irréductible pour p > 2. De plus, &g = (X — 1)(X + 1)(X? +1) mod 2.

Exercice 10 : Extensions de Kummer
Soit K un corps. Soit P = X" —a € Q[X] avec n € N* et a € K*.
1. Vérifier que P est résoluble par radicaux sur K.

Indications : Evident par définition.

2. Soit L un corps de décomposition de P. Montrer que Gal(L/K) s’iden-
tifie & un sous-groupe du groupe affine :

GA\(Z/nZ) = {(g ll’) lu € (Z/nZ)*,b e Z/nZ} .

Indications : Soit ¢ € Gal(L/K). Soient u € (Z/nZ)* et b € Z/nZ tels que
a(Cn) = C* et o( /a). Posons :

ror= (5 9)-

On vérifie aisément que f : Gal(L/K) — GA1(Z/nZ) est un morphisme de
groupes injectif.
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3. On suppose que K = Q, que n est égal & un premier p et que a ¢

(Q*)P. Soit L un corps de décomposition de P sur Q. Calculer le groupe
Gal(L/Q).

Indications : Calculons [L : Q]. On a bien sar :

[L:Q]=[L: Q(Cp)][@(gp) :Ql=(p—1)[L: Q(Cp)]

Or par la théorie de Kummer, [L : Q(¢,)] est Pordre de a dans Q(¢p)* /Q(¢p)*".
Donc [L : Q({p)] vaut 1 ou p. Si a était une puissance p-iéme dans Q(¢,), alors :

No(e,)/0(a) = 11 o(a) = a?~!
oeGal(Q(¢p)/Q

serait une puissance p-iéme dans Q : absurde, car a € (Q*)?. On en déduit que

[L: Q(¢p)] = p-

Nous avons donc montré que [L : Q] = p(p — 1), et donc que Gal(L/Q) est un
sous-groupe de GA;(Z/pZ) d’ordre p(p — 1). Comme GA;(Z/pZ) est lui-méme
d’ordre p(p — 1), on obtient Gal(L/Q) = GA(Z/pZ)

Exercice 11 : Irréductibilité de polynémes
Soient K un corps, a € K, r > 1 et p un nombre premier. Soit P = X? —a €

K[X].

1. On suppose que p # 2 ou Car(K) = p ou r = 1. Montrer que P est

irréductible si, et seulement si, a ¢ KP.

Indications : Si a € KP, alors P n’est pas irréductible puisque

r—1

P= (X =y (X0 x e e e 2 )

ou b € K est tel que bP = a.

Réciproquement :

e Supposons a ¢ KP et p # 2 et Car(K) # p. La théorie de Kummer impose que
[K("/a,Cpr) : K(Cpr)] est Pordre de la classe de a dans K(C,)* /(K (¢p)*)P).
Comme a ¢ KP, cet ordre est égal & p”, et donc P est irréductible sur K ((,r).
A fortiori, P est irréductible sur K.

e Supposons a ¢ KP et Car(K) = p. Dans ce cas, P est irréductible (voir propo-
sition 6.3 du polycopiéde Jan Nekovar).

e Le cas restant (p = 2 et r = 1) est évident.

2. On suppose que p = 2, Car(K) # 2 et r # 1. Montrer que P est

irréductible si, et seulement si, a € K? et —4a ¢ K*.
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Indications : Si a € K2, on écrit a = b2 et P = (X2 +b) (X2 ' —b) n'est
pas irréductible.

Si —4a € K*, on écrit —da = bhet P = (X X2 Tp+ L)X - X2 Tp4Y)
est réductible.

Pour la réciproque, on aura besoin des lemmes suivants :

Lemme 1 : Soient L un corps et a € L tels que a € K? et —4a ¢ K*. Alors
P = X*—a € L[X] est irréductible.

Preyve : Comme a ¢ L?, P n’admet pas de racines. De plus, si b,c,d € L
sont tels que P = (X2 +bX + ¢)(X2 — bX + d), on a les relations ¢ + d = b2,
b(c —d) = 0 et ¢d = —a. On obtient alors que b = 0 ou ¢ = d. Si b = 0, alors
c=—det c? =a:absurde! Sic = d, alors b*> = 2c et ¢> = —a, et donc b* = —4a :
absurde! On en déduit que P est bien irréductible. O

Lemme 2 : Soient L un corps et a € L tel que P = X* —a € L[X] est
irréductible. Alors X® —a € L[X] est irréductible.

Preuwve : Comme X* — a est irréductible, on a a ¢ L% et —4a ¢ L* Si
on avait v/a € L(y/a)? il existerait x,y € L tels que y/a = (x + y/a)?,
et on aurait 2 + ay? = 0 et 2zy = 1 : on obtiendrait alors
—4a = (2z)*, ce qui est absurde. Si on avait —4./a € L(y/a)*, on aurait
Ni(yayp(—4/a) = —16a € L*, donc —a € L* et L(y/a) = L(i) : on en déduit
que a =4- = (—a) =4(141i)~* - (—a) € L?, ce qui est absurde. On en déduit
que /a ¢ L(v/a)? et —4/a ¢ L(y/a)*. En utilisant le lemme 1, cela montre que

— va € L(+/a)[X] est irréductible, et donc que [L(¥/a) : L(y/a)] = 4. Par
conséquent, [L(y/a) : L] = 8 et X8 — a € L[X] est irréductible. OJ

On revient maintenant & I’exercice. Supposons a &€ K? et —4a ¢ K*. On procéde

par récurrence sur r.

e Le cas r = 2 a été prouvé dans le lemme 1.

e Soit r > 2 tel que X2 — a est irréductible sur K. Alors [K(a7"): K] =27 et
[K (a7 : K(aﬁ)] = 4. On en déduit que X* — av T € K( =z NX ] est ir-
réductible. Par conséquent, en utilisant le lemme 2, Xs—az’ z e K(a e 27-2)[X]

est irréductible. Cela prouve que [K(a2'+1) : K(a’ﬂ Z)] = 8 et donc que
[K(aﬁ) : K] = 27+1. On conclut que X2 — ¢ € K[X] est irréductible.

Exercice 12 : Théorie de Kummer
Soit n > 1. Soit K un corps tel que |u,(K)| = n.
1. Soient aq, ..., a, des éléments de K *. Soit L un corps de décomposition
de (T" — ay)...(T" — a,).
(a) Veérifier que Gal(L/K) est un groupe abélien de n-torsion.
Soit A le sous-groupe de K*/K*" engendré par les classes de ay, ..., a,.
On note aussi :

A= Ker(K* /K" — L*/L*™.
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(b) Vérifier que A est un sous-groupe de A'.

On définit :

[,.]: Gal(L/K) x A" = u,(K), (0,a) — [o,a := %,

ol « est une racine n-iéme de a dans L.

(c) Vérifier que [.,.] est bien définie.

(d) Montrer que [.,.] est une application bilinéaire non dégénérée. Mon-
trer de plus que lorthogonal de A pour [.,.] est réduit a 0.

(e) En déduire que :

(i) l'application f : Gal(L/K) — Hom(A', u,(K)),0 — (a — [o,a]))
est un morphisme de groupes.

(ii) la composée Gal(L/K) L Hom(A', pn(K)) 225 Hom(A, pn(K))
est injective.

(iii) lapplication g : A" — Hom(Gal(L/K), un,(K)),a +— (o +—
[0,a])) est un morphisme de groupes injectif.

(f) Montrer que A = A’ et que les morphismes f et g sont en fait des
isomorphismes.

2. Soit M une extension galoisienne finie de K.

(a) Soit x : Gal(M/K) — p,(K) un morphisme de groupes. Montrer
qu’il existe v € M* tel que o™ € K* et x(0) = o(a)/a pour tout o €
Gal(M/K). On pourra utiliser le fait que les éléments de Gal(M/K)
sont linéairement indépendants sur K.

(b) Supposons que Gal(M/K) est un groupe abélien de n-torsion. Mon-
trer qu’il existe ay, ...,a, € K* tels que L est un corps de décompo-
sition de (17" — ay)....(T"™ — a,).

’ Indications : Lire le paragraphe 15 du chapitre III du polycopié de Jan Nekovar.

Exercice 13 (difficile) : Extensions abéliennes

Soient K un corps de caractéristique nulle et n un entier naturel. On suppose
que, pour toute extension finie L de K, l'indice [L* : (L*)"] est fini. Mon-
trer que le corps K posséde un nombre fini d’extensions abéliennes de degré n.

Exercice 14 : Extensions cycliques
Soient K un corps et K une cloture algébrique de K.
1. Soit o € Aut(K/K). Montrer que toute extension finie de K" dans
K est cyclique.

Indications : Soit M une extension finie de L = K'° contenue dans K. Notons
G = Aut(M/L). Soit 7 = o]y € G. On remarque que L = M{7). Donc d’aprés
le lemme d’Artin, M/L est galoisienne de groupe de Galois G = (7). C’est donc
une extension cyclique.
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2. Montrer que si toute extension finie de K dans K est cyclique, alors

il existe 0 € Aut(K/K) tel que K = K.

Indications : On commence par un lemme : Lemme : Soit n > 1. Le corps K
posséde au plus une extension de de degré n contenue dans K.

Preuve : Soient M; et My deux telles extensigns. Soit N une extension finie
de K contenant M; et M et contenue dans K. Comme N/K est cyclique, il
existe au plus une extension de degré n de K contenue dans N. Donc M; = M.

Pour chaque nombre premier p, on note a,, la borne supérieure de I’ensemble des
entiers naturels a tels qu’il existe une extension finie L de K de degré p®. Pour
chaque premier p, pour chaque b < a,, on se donne z, ; tel que K (z,;)/K est de
degré p°. Soit x € K. Soit n = [K(z) : K]. On écrit n = p§'...p%. On remarque
K(z)/K posséde une extension intermédiaire de degré p;" pour 1 < i < s. On
en déduit que K(z) = K(Tp, cyy.., Tp, c,). Par conséquent, K = K((zpp)ps)-
En renumérotant, il existe z1,z2,... € K tels que K = K((z;);>1).- On note
K, = K(x1,...,z,) pour chaque n > 0. Par récurrence, on construit une suite
(o5 ou, pour chaque n, o, est un générateur de Gal(K,,/K) et opt+1|k, = on.
Soit alors o I'unique élément de Aut(K/K) qui prolonge tous les o,. Comme

pour chaque n on a K = K,SLU"), onaaussi K =K .

Exercice 15 : Sous-corps d’un corps algébriquement clos
Soit €2 un corps algébriquement clos de caractéristique nulle. Soit K un sous-
corps de Q tel que I'extension Q/K est de degré fini. Le but de cet exercice
est de montrer que Q = K (v/—1).
1. Expliquer pourquoi /K est galoisienne.
Soit 7 une racine de X? + 1 dans Q. On pose G = Gal(Q2/K(4)). On suppose
que G n’est pas trivial et on se donne p un nombre premier divisant ’ordre
de G.
2. Montrer qu'il existe un sous-corps L de 2 contenant K (i) tel que Q/L
est une extension galoisienne de degré p.
3. Montrer qu'il existe a € L tel que le polynéme P = X? —a € L[X]
est irréductible et Q = L[X]/(P).
4. Soit a € Q une racine de P. Calculer [] cq.q/r) ().
5. Conclure.
6. Montrer qu'un élément non trivial de Aut(Q/Q) d’ordre fini est for-
cément d’ordre 2.

Exercice 16 : Partiel 2013
Soit Q une cloture algébrique de Q et soit a € Q \ Q.
1. Montrer qu'il existe un sous-corps K de Q tel que a ¢ K et que tout
sous-corps de Q contenant strictement K contient a; on dit que K est
un sous-corps de Q maximal sans a.
On choisit un nombre premier p divisant [K(a) : K]. Soit L une extension

10



Algebre 2 09/01/2017

finie non triviale de K contenue dans Q. On note M la cléture normale de L
dans Q et G := Gal(M/K).
2. Montrer que p divise [L : K].
3. Montrer que [L : K| est une puissance de p.
4. Montrer que [K(a) : K| = p et que K(a) est la seule sous-extension
de Q/K de degré p sur K.
5. Montrer que G est cyclique, puis que toute extension finie de K est
galoisienne cyclique.
6. Montrer qu’il existe b € K(a), avec b’ € K, tel que K(a) = K(b).

’ Indications : Voir le corrigé du partiel 2013.

Exercice 17 : Extensions d’Artin-Schreier
Soient K un corps de caractéristique p > 0 et L /K une extension galoisienne
de degré p. Soit o un générateur de Gal(L/K).

1. Montrer qu'il existe x € L vérifiant o(z) — z = 1.

Indications : On a Ker(c —Id) = K et en tant qu’application K-linéaire o —Id
est donc de rang p — 1. De plus, parce que o est d’ordre p dans Gal(L/K), on a
(Id+o+---+ 0P 1) o (0 —1d) = 0; d’ou I'inclusion Im(c — Id) C Ker(Id + o +
-+-+0P~1). Par indépendance linéaire des caractéres, Id+o+- - -+ 0P~ ! n’est pas
identiquement nulle sur L et on a donc Im (o —Id) = Ker(Id+o+---+0?71) D K.

2. Montrer qu’il existe a € K* tel que L soit le corps de décomposition

de X? — X —a.
Indications : Soit « € L vérifiant o(z) — « = 1. Le polynome minimal de z sur
K est alors :
p—1 p—1
H(X—ai(x)) = H(X—x—i) =(X-a2)-(X—-z)=XP-X— (2P —x).
=0 =0

En posant a = xP—x, on obtient que L est le corps de décomposition de XP—X —a.

Exercice 18 : Partiel 2011
Considérons le polynéme P = X4 — X — 1 € Q[X].
1. Montrer que P a exactement deux racines réelles distinctes x; et xs.
2. On écrit (X — z1)(X — x3) = X? + aX + b. Calculer [Q(a?) : Q).
3. En déduire qu’aucune des racines de P n’est constructible a la régle
et au compas.

’ Indications : Voir le corrigé du partiel 2011.

Exercice 19 : Constructibilité et angles
Soit n un entier naturel. Montrer que l'angle de n°® est constructible si, et
seulement si, 3 divise n.

Exercice 20 : Examen 2012

11
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Le polynome X° — 5X? + 1 € Q[X] est-il résoluble par radicaux ?

Indications : Notons P = X°—5X2+1. Le polynéme P(X —1) est 5-Eisenstein.
On en déduit que P est irréductible. On en déduit que le groupe de Galois de P
s’identifie & un sous-groupe transitif de S5. Il contient donc un 5-cycle. On vérifie
que P posséde exactement deux racines non réelles. On en déduit que la conju-
gaison complexe s’identifie & une transposition de S;. Comme une transposition
et un 5-cycle engendrent S5, on en déduit que le groupe de Galois de P est Ss.
Ce groupe n’étant pas résoluble, P n’est pas résoluble par radicaux.

Exercice 21 : Un critére de résolubilité

Soient p un nombre premier et K un corps de caractéristique strictement plus
grande que p. Soit f € K[X] un polynéme irréductible de degré p. Soit L un
corps de décomposition de f sur K. On suppose que f posséde deux racines
distinctes a et [ dans L telles que L = K(«, ). Montrer que l'extension
L/K est résoluble par radicaux.

Indications : Voir l'implication (5) = (2) du théoréme 17.11 du chapitre III du
polycopié de Jan Nekovar.

Exercice 22 : Résolubilité par radicaux réels
Soient K un sous-corps de R, p > 2 un nombre premier et a € K qui n’est
pas une puissance p-éme dans K. Soit x € R vérifiant 2P = a.

1. Montrer que K C K(z) n’est pas galoisienne.

Indications : Si K C K(z) était galoisienne, elle contiendrait les conjugués de
z, c’est-a-dire les €*x avec ¢ une racine primitive p-éme de 1 et 0 < k < p — 1.
Or, parce que p est impair, on a ¥ ¢ R O K(x) pour tout 1 <k <p — 1.

Une extension K C L est dite radicale réelle s’il existe une tour d’extensions
K=K CK CKyC---CK,CR

telle que L C K, et, pour tout i, K;11 = K;(x;) avec x;* € K; pour un
certain entier n; > 1. Un polynome est dit résoluble par radicauz réels si son
corps de décomposition 'est.
Soit K C L une extension galoisienne radicale réelle.
2. En se ramenant a une tour avec degrés successifs premiers, montrer
que [L : K| est une puissance de 2.

12
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Indications : Par définition, il existe une tour d’extensions radicales réelles élé-
mentaires
K=K¢CK CKyC---CK,CR (1)
S . .
avec L C K,. Si K;y1 = K;(z;) avec 2" € K; avec n; = [] py) avec les py)
j=1

premiers (éventuellement avec répétition), on peut insérer des intermédiaires du
type

s—1 (i s—2 (1 i
K; C Ki(x{[j:1 b )) c Ki(»”UPj:l g )) c..-C Ki(»”ﬂfg )) C Kiy1 = Ki(z;)
a chaque cran dans la suite (1). De cette maniére, on peut supposer que dans (1),
on a [K;1 : K;] premier ; et puisque K, est inclus dans R, ceux que l’on a insérés
en plus le sont aussi. On montre ensuite par récurrence sur la longueur n d’une
telle suite que K7 C K,, est de degré 2". Pour n = 1, le 1. donne que le degré est
2 et c’est fini. Ensuite, on applique ’hypothése de récurrence & K; C K, avec
K C L galoisienne et qui s’insére dans une suite de type (1) de longueur n — 1 :
K, C K,, de degré 2"~ 1. De plus, Ky C K, est de degré p. Par lemme de Cauchy
ou théoréme de Sylow, Gal(K.°™ /K) posséde un sous-groupe H d’ordre p. On
note M = K qui est alors d’indice p dans K,, et M C K,, est galoisienne par
lemme d’Artin. On a alors p = 2 par 1. et la récurrence est prouvée. Au final,
[L: K] | [K, : Ko est aussi une puissance de 2.

3. Donner un exemple de telle extension.

Indications : On peut prendre Q(\/Z -2, \/2 + \@) /Q ou
Q(vV2-+3,v2+V3)/Q

4. Montrer que I'extension Q C Q( cos(27”)) est radicale mais pas radicale

ré

elle.

2
Indications : Comme 2 cos (%) est zéro de P := X3 + X2 —2X — 1 € Q[X],

27
qui est irréductible, cos (7) est de degré 3 sur Q. De plus, les autres racines
27

de P étant 2 cos (477T) et 2cos (677T), et comme on a cos (477T) = 2cos (7)2 -1,

2
I’extension Q C Q(cos(?)) est galoisienne, de groupe de Galois isomorphe a

Z/3Z. Elle est donc radicale (car le groupe de Galois est résoluble) mais pas
radicale réelle par 2.

Soit P € K|[X]| un polynéme irréductible de degré 3.
5. Montrer que si P a trois racines réelles x, y, z, alors aucune des exten-
sions K(x)/K, K(y)/K et K(z)/K n’est radicale réelle (résultat da a
Holder).

Indications : Supposons K C K(x) radicale réelle. De plus K (z) C K(z,y) est
radicale quadratique; et parce que K(z,y) est un sous-corps de R, K C K(z,y)
est radicale réelle. Or cette derniére est galoisienne, de degré 3 ou 6, ce qui
contredit 2.

On rappelle les formules de Tartaglia-Cardan : les zéros du polynome X3 +

13
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bX + c sont les

£3_2+ £+E+523_E_ £+E
2 V4 27 2 4 27

pour & parcourant les racines 3-émes de 'unité.
6. Montrer que si P n’a qu’une racine réelle z, alors K (x)/K est radicale
réelle.

Indications : Quitte & utiliser le changement de variables usuel (qui ne modifie
pas le nombre de racines réelles), on va supposer P = X? + bX + ¢ € K[X]
2 3
c b
irréductible. Posons § = — + —.
1 a7
Si § est strictement négatif, v/§ est imaginaire pur et ) + /6 sont deux com-
plexes conjugués. Il s’ensuite que leurs racines troisiémes sont aussi des complexes
conjugués : on peut en choisir deux privilégiées compatibles, que l'on va noter
c . o
3/—= ++/5 et en appliquant la conjugaison complexe dans les formules de Car-
dan, on voit que les trois racines sont réelles. Si ¢ est nul, on a une racine double
qui ne peut donc pas étre complexe et donc trois racines réelles aussi.

Au final on a dans notre cas § > 0. Alors —g + /5 sont réels et pos-

. LIRS 2 C
sédent une racine troisiéme réelle que 'on va noter ,3/—5 ++/5. On a alors

T = i’/; +0 + \3/; — /4, et il suffit de considérer la tour

K € K(V5) € K(3f-5+V3) c K(§f-5 + V6. /-5 - V5) c

pour voir que K C K(z) est radicale réelle.

Exercice 23 : Descente pour les espaces vectoriels
Soit n > 1 un entier. Soient F' C F une extension galoisienne (ie. normale et
séparable) finie, de base {1, z1,...,2,_1}. Notons G = Gal(E/F).
1. Rappeler pourquoi les éléments de G sont linéairement indépendants
sur F.

Indications : Soit A\1g1 + -+ + Aggr = 0 une relation de dépendance linéaire
de longueur minimale sur E. On peut supposer cette relation de longueur > 2.
Parce que les caractéres sont distincts, on a l’existence d’un élément y € E
avec g1(y) # g2(y). On a d’une part gi(y)>_; Migi(x) = 0, et d’autre part
Yo Nigi(zy) = >, Migi(x)gi(y) = 0. En soustrayant, on obtient une combinai-
son linéaire non triviale et strictement plus courte, ce qui est absurde.

Soit V' un espace vectoriel sur E, muni d’une action semi-linéaire de GG, ¢’est-
a~dire d’une action telle que, pour g € G,A € E,v € V,ona g-(\v) = g(A)v.
On définit son sous-F-espace vectoriel des G-invariants V¢ = {v € V | Vg €
G, gv = v}.
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2. Vérifier que Papplication E-linéaire V€ @ E 5 V canonique est
compatible a I'action de G.
Indications : Pour tout g € G, on a

nogv®@e) =n(v®g(e) =n(g(v) ®gle)) = g(e)g(v) = glev).
3. Montrer que 1 est un isomorphisme.

Indications : Montrons d’abord que 7 est surjective. Notons g1 = 1d, ..., g, les
éléments de GG. On renomme aussi xg := 1 € E. Soit v un élément non nul de
V. Posons, pour tout j € [0,n — 1], v; = 3, gi(z;v) € VC. Par la question 1., la
matrice (g;(z;));; est inversible, et en inversant le systéme précédent, on obtient
les g;(v) en combinaison linéaire des v;. La relation donnant g;(v) affirme alors
la surjectivité voulue.

Montrons ensuite que 7 est injective. En effet, si ce n’est pas le cas, soit
(v1,...,Vm) une famille de V& qui est F-libre mais non E-libre; on la suppose
aussi de longueur minimale. Soit ), A;v; une combinaison linéaire non triviale
sur E. Comme les )\; ne sont pas tous dans F', on peut supposer \; ¢ F et
Am = 1. Choisissons g € G avec g(A1) # A1. On obtient alors une relation

m—1
> (9(A;) — Ai)v; = 0, qui contredit la minimalité de m.
i=1

Exercice 24 : Hilbert 90 et applications
Soient K un corps et L/ K une extension galoisienne finie. Soit G = Gal(L/K).
On rappelle que les éléments de G sont linéairement indépendants.
1. On suppose que l'extension L/K est cyclique de degré n. Soient o un
générateur de G et x € L.
(a) Montrer que [[,cqar k) 0(2) = 1siet seulement si il existe y € L™

tel que l'on ait xz = a.
Y

Indications : Pour le sens < il suffit de constater que :
n—1

H o (a(y)) =1

i=0 Y

Réciproquement, supposons que ’'on a HUeGaI(L/K) o(x) = 1; en particulier, on a
x € L*. Comme les éléments de G sont linéairement indépendants, "application

d+a o+ (z tol@)o? + -+ (xtol@ ) o™ Ha™h))o" !

n’est pas identiquement nulle : on prend z € L qui ne 'annule pas et on note y
sa valeur en z. On a alors o(y) = zy.

(b) En utilisant la question précédente appliquée a une extension L/K
bien choisie, exhiber deux fractions rationnelles F, G € Q(X,Y) telles
que Papplication Q*\ {(0,0)} — R? (z,y) — (F(z,y),G(x,y)) est
bien définie et son image est exactement constituée des points a co-
ordonnées rationnelles du cercle de centre (0,0) et de rayon 1.
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Indications : Prenons L = Q(7). Un point a coordonnées rationnelles du cercle

14 , . T —1
est un élément de L tel que [],cqayr/g o(z) = 1 et s'écrit donc ol
2 _ .2 9 2 2 _9
R A e . On pose donc F' = T et G = Y
.’172 + y2 .’L'2 + y2 1‘2 + y2 .132 + y2

2. On ne suppose plus L/K cyclique.
(a) Soit f : G — L* une fonction telle que, pour tous s,t € G, on a
f(st) = s(f(t))f(s). Montrer qu'’il existe z € L* tel que, pour tout
s€ G, ona f(s)=s(z)z™ "

Indications : Comme les éléments de G sont linéairement indépendants, il existe
ceLtelqueb=73, . f(t)t(c) # 0. On calcule alors, pour chaque s € G :

s(0) =Y s(F(D)st(c) = f(s)7" D f(st)st(c) = f(s)7'b.

teG teG

Donc f(s) = s(b~1) (b~ 1)~ L.

(b) Etant donnés un corps E et un entier naturel n, on note P*(E)
I'espace projectif de dimension n, c¢’est-a-dire ’ensemble des droites
de E™!. Montrer que I'action naturelle de G sur L™™! induit une
action de G sur P"(L). Montrer que P"(L)%al(E/K) = pPr( ),

Indications : Le seul point difficile est I'inclusion P™(L)%I(L/K) C P*(K). Soit
(To, ..y xn) € L™\ {0} tel que la droite qu'il engendre est fixée par G. Cela
signifie qu’il existe f : G — L* telle que s - (zq, ..., zn+1) = f(8)(T0, .., Tnt1)
pour chaque s € G. On en déduit que, pour chaque s,t € G :

f(st)(xo, ..., Tn)

(st) - (z0y .oy n) =8+ (t- (T0y-.., Tn)))
s+ (f()(xo, -, xn))) = s(f(£)f(s) (w0, .. xn))),
ce qui montre que f(st) = s(f(t))f(s). D’apreés (a), il existe x € L™ tel que f(s)

s(z)x~! pour chaque s. On remarque alors que (zox ™!, .., x,271) € (L"THY =
K"*1. Donc la droite engendrée par (g, ..., ,) est contenue dans P"(K).

Exercice 25 : Extensions cycliques et normes
Soit n > 2. Soit K un corps tel que |u,(K)| = n et Car(K) t n. Soit a € K*
pour lequel le corps L = K(</a) veérifie [L : K] = n. Considérons :

N:L-sKazw [ o).
oeGal(L/K)

Le but de cet exercice est de montrer que les assertions suivantes sont équi-

valentes :

(i) il existe une extension finie galoisienne M/K contenant L telle que
Gal(M/K) 2 Z/n’Z;

(i) fin © N(L¥).

1. On suppose (i) et on note o un générateur de Gal(M/K).
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(a) Montrer qu'il existe b € L tel que M = L(/b).

Indications : Le groupe Gal(M/L) est un sous-groupe de Gal(M/K) = Z/n?Z
d’ordre n. Il est donc engendré par o™ et isomorphe & Z/nZ. Comme |, (K)| = n,
la théorie de Kummer montre qu’il existe b € L tel que M = L(/b).

(b) Soit ¢ = U(&‘f). Montrer que ¢ € L.

Indications : Il existe ¢ € ju,,(K) tel que o™ (/b) = ¢ ¥/b. On calcule alors :

g (Vb) _ o) _
o (/b) Vb

o"(c) =

Donc ¢ € MG(M/L) — .

(c) Montrer que N(c) est un générateur de p,. En déduire (ii).

Indications : On a :

o™ (Vb)
%
Notons ¢ = N(c). Pour chaque s > 0, on a alors ¢™*(/b) = ¢*¥/b. Pour 1 < s <

n—1, comme M est engendré par ¥/b, on a o™ ( %) # /b et donc ¢* # 1. On en
déduit que ¢ est un générateur de p,. La propriété (ii) en découle immédiatement.

N(c) = co(c)a?(c)..oc™  (e) = € pn(L).

2. On suppose (ii) et on note 7 un générateur de Gal(L/K). Soit z € L
tel que N(z) est un générateur de f,.
(a) En utilisant la question 1.(a) de Pexercice 23, montrer qu’il existe
be L* tel que 2" = #

Indications : Comme N(z) € u,, on a N(z") = 1. La question 1.(a) de ’exercice
23 permet alors de conclure.

(b) Soit M = L(/b). Montrer que 7 se prolonge en un automorphisme
de corps 0 € Aut(M/K).

Indications : Soit 7 : L <— M l’injection naturelle. On remarque que i et o7 sont
des corps de décomposition de X" — b € L[X]. 1l existe donc un automorphisme

de corps 0 : M — M tel que o0 oi =io7. On en déduit que o est un élément de
Aut(M/K) qui prolonge .

(c) En utilisant que 2" = #, montrer que #\2@ est un générateur

de .

Indications : On a 2" = @ = (Un( %)) . On en déduit qu’il existe n € p, tel

%
que U(%E) =nz € L. On a alors :

o"(Vb) Ty i (o)

1=0

nz)

N(
N(z).
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(d) En déduire que M/K est galoisienne cyclique de degré n?.

o™ (¥5)

Indications : On note ( = . On remarque que 0" € Gal(M/L) et que

%
l'on a UTLS(E/E\/E) = (* pour chaque s > 1. Comme ( est une racine primitive n-iéme
de l'unité, on en déduit que o™ est un générateur de Gal(M/L) = Z/nZ. 11 suit

immédiatement que M /K est galoisienne de degré n?.

Exercice 26 : Calcul de discriminant - Examen 2014
Soient a et b deux éléments de C. Soit n > 2. Calculer le discriminant du
polynéme X" 4 aX + b.

Indications : Notons P = X" 4 aX + b. Soit S I’ensemble des racines de P.
Supposons que 0 € S (ie b # 0). On calcule :

A = (_1)7z(n—1)/2 H Pl(a?)

reS
_ (_1)n(n—1)/2 H(nmn—l + (l)
xeS
= (=112 H ™ (na" + ax)
€S
= (=)o)t [[ (na” + ax)
z€eS €S
= (=)Dt ] (a1 = n)x — nb)
€S
= (=) =D2()p g (1 — n)" - H (x —nba~ (1 —n)"h)

€S
= (=) =D/2p=1g"(1 — )™ - P(nba"' (1 —n)™Y)
(_l)n(nfl)/Z(nnbnfl + an(l _ n)nfl).

Comme A est un polynéme en a et b, la formule reste valable lorsque b = 0.

Exercice 27 : Discriminant d’un polynéme cyclotomique

Soient p un nombre premier et n un entier naturel non nul. Calculer le dis-
. . . p_l k n—1 . N

criminant de ¢pn = > 7, X" au signe preés.
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Indications : Soit ¢ € C une racine primitive p™-iéme de I'unité. Les racines de
¢pr sont alors les ¢ k avec 1 < k < p™ non multiple de p. Le discriminant de Ppn
est alors :

—1

En dérivant (X?" — 1)¢,» = XP" — 1, on obtient :

1

(X7 = D)l +p X g = XL

Par conséquent, on a (("'1’"71 — D)l (Ch) = pCFP" =D pour 1 < k < p™ non
multiple de p. En multipliant toutes ces relations, on obtient :

gbp(l)pnilA _ ipnpnil(p_l).

, on—1/ _4\y_,n—1
Par conséquent, A = +p™?"  (P=1—p"""

Exercice 28 : Résultant et discriminant
Soit A un anneau commutatif. Pour n € N, on note A4,[X] le A-module des
polynémes de degré strictement plus petit que n. On appellera base cano-
nique de A,[X] la base (X"1, X"72 ... 1). Pour (P,Q) € A[X] x A[X] avec
deg P = n et deg@ = m, on note Res(P, Q) le déterminant dans les bases
canoniques de I'application A-linéaire A,,[X]x A, [X]| = A;,1n[X] qui envoie
(U, V) sur PU + QV.
1. Ecrire Res(P, Q) comme déterminant d'une matrice.
2. Comparer Res(P, Q) et Res(Q, P).
3. On suppose que P est un polynoéme unitaire.
(a) Montrer que Res(P, Q) est égal au déterminant de la multiplication
par @ sur 'anneau A[X]/(P) dans la base (X", X"2 ... 1).
(b) Considérons Q; € A[X] et Q2 € A[X]| de degrés respectifs m; et
my. Calculer Res(P, Q1Q2) en fonction de Res(P, Q1) et Res(P, Q2).
(c) Exprimer Res(P, (X —A1)...(X—A\,,)) en fonction de P(Aq)...P(\y,).
(d) En déduire une formule explicite pour A* = [],_;(X; — X;)? €
Z[ X, ..., X,] en fonction des polynoémes symétriques élémentaires.
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