Topologie Algébrique ENS Paris, 2019-2020

Corrigé du TD1 : Langage des catégories et rappels de topologie

Exercice 1. Le foncteur groupe linéaire

L. Pour toute k-algebre A, le déterminant det : GLy,(A) — GL1(A) est défini par M — Yo €(0) [T; mis(iy-
On vérifie alors que pour tout morphisme de k-algébres u : A — B, la commutativité du diagramme

GL,(A) GL1(A)

GLn(B)

GL.(B)

résulte simplement de I'égalité det(u(M)) = u(det(M)) pour tout élément M € GL,,(A).

2. Pour toute k-algébre T, le groupe GL,(T) est l'ensemble des éléments (¢;;) € T qui vérifient
det((ti,j)lgign,lgjgn) € T*. Donc notons A = k[GLn] = k[Xl,la s ,Xnm,Y]/(det((XiJ)i,j)Y - 1)
et considérons les transformations naturelles ¢ et v définies pour toute k-algébre T' de la maniére
suivante : 1 : ha(T) = Homy_q4(A,T) — GLy,(T) associe a un morphisme f : A — T la matrice
(f(Xi ) et ¢ : GLy(A) = ha(T) associe & une matrice M, le morphisme de k-algébres f : A — T défini
par f(X; ;) = m; . On vérifie alors aisément que ¢ et v vérifient les propriétés demandées. L'unicité
résulte du lemme du Yoneda : si hp est un autre foncteur qui satisfait les mémes hypothéses, alors
on obtient deux transformations naturelles ¢ : hg — hp et ¥ : hg — h4 inverses 'une de 'autre.
On pose alors & = ¢(A)(Ids) et & = (B)(Idg). On vérifie que ces applications sont inverses 1'une
de 'autre. En fait le lemme de Yoneda affirme que pour tout foncteur F', on a une bijection naturelle
Hom(ha, F) ~ F(A).

Un foncteur isomorphe a un foncteur de la forme h 4 sera dit représentable et son représentant est donc
unique, a unique isomorphisme preés.

3. 1l s’agit du morphisme de k-algébres k[X, X 1] — k[GL,] qui envoie X sur det((X;;)).

Exercice 2. Monomorphismes et épimorphismes

1. Comme le foncteur oubli des catégories Grp, Ann, k-ev vers Ens est fidéle (on dit que ces catégories
sont concrétes), il suffit de vérifier qu'un morphisme injectif (resp. surjectif) dans la catégorie des
ensembles est un monomorphisme (resp. épimorphisme), ce qui est immédiat.

2. Soit f: X — Y un monomorphisme dans la catégorie Ens. Soit 1, zo dans X avec f(z1) = f(z2) et

soit 1; : {x} — X Dapplication qui envoie le point * sur z; pour i = 1,2. Alors f oy = f o1y. D’ou
1 = P9 et donc f est injectif.
Soit ¢ : Ay — Ay un morphisme non-injectif d’anneau et x € A;\{0} tel que ¢(x) = 0. Soit 1, :
Z[X] — A;j le morphisme donné par ¢, (X) = x. Alors ¢ 01h, = ¢ o)y et 1 # 1hy. Donc ¢ n’est pas un
monomorphisme. Dans la catégorie Grp et k-ev, on réutilise la méme technique en remplagant Z[X]
par un groupe libre & un générateur et un k-ev de dimension 1 respectivement.

3. Soit ¢ : X — Y un morphisme non-surjectif dans Ens. Pour i = 1,2, soit ¢; : Y — {1,2} Papplication
qui envoie ¢(X) sur 1 et le complémentaire de ¢(X) sur i. Alors ¢ 0 ¢ = 1) 0 ¢ mais ¢; # ¢3. Dans la
catégorie Grp, soit Y’ la somme amalgamée de deux copies de Y le long de Im(¢) (c’est le coproduit
dans la catégorie des groupes, ou encore le groupe obtenu de la maniére suivante : on regarde tous les
mots sur deux copies disjointes de Y, on identifie les images respectives de X et on garde les opérations
de groupes sur chaque copie et on met la loi de la concaténation sur ’ensemble) puis on prend 1); le
plongement Y dans le i-iéme facteur. Alors fo1; = fohs et donc si f n’est pas surjectif alors 11 # 9
et n’est donc pas un epimorphisme. Dans la catégorie k-ev, on raisonne de méme en prenant le quotient
Y — Y/X et lapplication nulle Y — Y/X.

4. L’inclusion Z < Q est un épimorphisme qui n’est pas surjectif. En effet, soit f,g : Q — A deux
morphismes d’anneaux qui coincident sur Z. Il suffit alors de voir qu’ils coincident sur % pour tout
entier non-nul a, ce qui est immédiat car f(1) est I'unique inverse multiplicatif de f(a) = g(a) dans A.

Pour toute question, n’hésitez pas & m’envoyer un mail & salim.tayou@ens.psl.eu, ou venir me voir au
bureau T2.



Exercice 3. Bijections continues

1. Non, penser & 'application

0,1 - R/Z
t . ’_> teﬂ't
qui est une bijection continue mais n’est pas un homéomorphisme. On peut faire plus simple : I'identité
d’un ensemble avec deux topologies dont 'une est strictement plus fine que 'autre.

2. Rappelons que quasi-compact veut dire vérifier la propriété de Borel-Lebesgue : de tout recouvrement
ouvert, on peut extraire un sous-recouvrement fini. Nous allons montrer que f est nécessairement
fermée (ce qui montre que sa réciproque est continue). Soit F' un fermé de X. Comme X est quasi-
compact, F' est quasi-compact. Alors f(F) est quasi-compact, donc compact puisque Y est séparé et
donc aussi fermé, ce qui conclut.

Exercice 4. Compactification d’Alexandrov

1. 1l suffit de vérifier que ) est ouvert, que toute intersection finie et toute union d’ouverts est ouverte.
Tout d’abord () est ouvert, puisqu’il est ouvert dans X. Considérons maintenant un ensemble fini
d’ouverts Uy,...,U, de X. Si tous contiennent 00, alors l'union finie de leurs complémentaires est
compacte, donc leur intersection est ouverte. Sinon, I'un d’eux, disons Ui, est un ouvert de X, et
dans ce cas Uy N...N U, est un ouvert de U; auquel on a retiré un nombre fini de compacts, ce
qui donne bien un ouvert. Enfin, prenons une collection quelconque (U;);c; d’ouverts de X. Si aucun
des ouverts considérés ne contient oo, alors leur union est encore un ouvert de X, donc de X. Sinon,
(Ui Ui)© = M US est une intersection de fermés (dans X) et d~e compacts (avec au moins un

compact), donc est compacte, de sorte que (J;c; U; est ouverte dans X.

2. Montrons d’abord que X est séparé. Soient x et y des points distincts de X.Sizet y sont tous les deux
dans X, alors en utilisant la séparation de X on trouve des ouverts U et V' de X (et donc aussi de X)
disjoints tels que z € U et y € V. Supposons donc maintenant que y = co. Puisque X est localement
compact, nous pouvons choisir un voisinage compact K de x contenu dans X. Alors l'intérieur et le
complémentaire de K sont deux ouverts de X disjoints, I'un contenant x et I'autre y.

Soit U un recouvrement ouvert de X. Il existe Uso € U contenant oo : son complémentaire Ko est
compact. Il existe alors un P, C P fini recouvrant Koo. D’ot la compacité de X.

Linclusion ¢ : X — X ~ {o0} est une bijection ensembliste et la topologie induite sur X~ {0} est la
méme que celle de X, donc ¢ est un homéomorphisme.

3. On note Talex la topologie d’Alexandrov sur X. Soit T une topologie sur X vérifiant
(a) X est compact,
(b) id : X < X ~ {oo} est un homéomorphisme.
Par (b), tout ouvert de X appartient & 7 et réciproquement, si V' € T, alors V est soit un ouvert de
X, soit est de la forme U U {oo} ou U est un ouvert de X.
Sico €V eT,alors XV C X~ {oo} est un fermé de X, donc compact d’aprés (a). On a ainsi
T c 7-Alex- _ _
En particulier, I'identité (X, Talex) — (X, 7T) est continue. Montrons que sa réciproque est continue
également : soit F' un fermé pour la topologie d’Alexandrov. Puisque X est compact, c’est également
un compact, et par continuité de I'identité, F' est également compact pour la topologie 7', donc fermé
puisque (X,7) est séparé. Ainsi, I'identité (X,7alx) — (X,7) est un homéomorphisme, et on a
T = 7-A1ex-
4. Par le résultat de la question 3, puisque S™ est compacte, il suffit de voir que 'on peut prendre un
point distingué oo de S™ tel qu’on ait un homéomorphisme S™ \ {oo} ~ R™. En prenant pour oo le
point (1,0,...,0), la projection stéréographique a partir de ce point permet de conclure.



« Rappel » sur la topologie quotient

Soit X un espace topologique muni d’une relation d’équivalence R C X x X. On note Y = X /R ’ensemble
des classes d’équivalence de R, et on considére I'application

m:X > X/R=Y

qui associé & un élément de X sa classe d’équivalence pour la relation R. La topologie quotient sur Y est la
topologie la plus fine tel que 7 soit continue. Autrement dit, U C Y est ouvert si et seulement si 71 (U) est
ouvert dans X.

Exercice 5. Espaces projectifs

1. La restriction de I’application quotient R"*1\ {0} — P"(R) & S™ est continue surjective. Deux points
x et y dans S™ ont méme image dans P"(R) si et seulement si 2 = +y, donc cela induit une bijection
continue

S"/{£1} — P*(R).

Construisons également la réciproque : pour cela, on part de 'application continue

Rn+1 \ {O} N N
@0 @
(... Tp) — ([[IH" . HIH)
ou || - || désigne la norme euclidienne. En composant cela par 1’application quotient p : S™ — S™/{£1},

on voit qu’on peut passer au quotient pour obtenir une application continue P*"T}(R) — S"/{#1},
réciproque de la précédente. On a donc bien un homéomorphisme. Cela prouve en particulier que P™(R)
est compact, car S"/{#£1} I'est. On procéde de méme avec P"*(C) : S***! apparait comme sphére unité
de C""! vu comme R?"*2. Cela montre d’ailleurs que P"*(C) est compact : en effet, S?**1 /St est quasi-
compact en tant qu’image du compact S?**! par application quotient, qui est continue. Pour montrer
que cet espace est séparé, soient ,y € S?"*! d’images distinctes dans S?**1 /S!. Par compacité de S!,
la fonction S! — R définie par A ~ ||z + Ay|| atteint son minimum, qui est > 0 d’aprés I’hypothése
sur z et y. En choisissant € < %minAeg1 ||z + Ay|| on construit des voisinages saturés disjoints de = et
1Y en posant

Ve := (Urest B(Az, €)) N §?" 1
et en définissant V}, de méme.

2. On a une application bien définie et continue
R2\{z=0} — R
(z,y) -
passant au quotient en une bijection continue
PY(R)\ {[0: 1]} = R.
L’inverse de cette bijection est donné par I'application, continue également, donnée par la composée

R — R2\{zr=0} — PYR)\{0:1]}
z (1,2) — [1: 2]

Ainsi, le complémentaire du point [0 : 1] dans P!(R) est homéomorphe a R. D’autre part, P!(R) est
compact, donc la question 3 de I’exercice 3, P! (R) est le compactifié d’Alexandrov de R, c’est-a-dire S!.
Le méme raisonnement fonctionne pour montrer que P!(C) est le compactifi¢ d’Alexandrov de C = R?,
c’est-a-dire S%.

Remarque : on peut également directement utiliser I’homéomorphisme S!/{£1} ~ P*(R) établi a la
question précédente, puis montrer que I'application continue S — S! définie par z — 22 (on voit ici
S' comme I'ensemble des complexes de module 1) induit un homéomorphisme S!/{£1} ~ S'. Pour le
corps des complexes, on utilise la fibration de Hopf p : S* — R x C, p(z0, 21) = (|20]® — |21|%, 22071).
Elle est surjective sur la sphére S? de fibres isomorphes au cercle unité.



3. (a) Soit Uy = {[zg : ... : xy] € P"(K),zy # 0}, qui est ouvert car d’image réciproque 'ouvert
Vo = {(z0,...,zn) € K"\ {0}, 29 # 0} € K*" 1\ {0} par I'application quotient ¢ : K1\ {0} —
P*(C). Tout élément de Up peut, en divisant par la premiére coordonnée, s’écrire sous la forme
[L:zy ...z
Ainsi, I'application ¢g de ’énoncé, obtenue comme composée de g avec 'application continue

K» N Kn+1 \ {0}
(1,...,xn) — (Lizg,...,2,)
est continue et bijective. D’autre part, on a une application continue et surjective bien définie
Vo — K™

X X )
(l‘o,...,xn) — (ﬁ,...,ﬁ)

passant au quotient en une application Uy — K" continue réciproque de ¢, ce qui montre que
¢o est un homéomorphisme.

(b) De la méme maniére, en posant U; = {[xo : ... : z,] € P*(K), x; # 0}, on montre que U; est
homéomorphe & K". L’ensemble {Uy,...,U,} forme un recouvrement de P"(K). Par symétrie,
montrons que le complémentaire de Uy est homéomorphe & P*1(K). Soit Fy = {[zg : 1 : ... :
x,) € P*(K),z9 = 0} son complémentaire, d’image réciproque Go = {(zo,...,z,) € K1\
{0}, 29 = 0} par 'application quotient g, c’est-a-dire que Fy = Gp/K*. En identifiant Gy avec
K™\ {0} de maniére canonique en envoyant (0, z1,...,%,) sur (z1,...,Zy), on a le résultat.

Exercice 6. Tore

On commence par montrer que les espaces (a), (b) et (c) sont bien les mémes. Notons que dans tous les
cas nous construirons des bijections continues, qui seront des homéomorphismes par I'exercice 3.

Si I’on voit le cercle S' comme le cercle unité du plan complexe, I'application R — S! définie par z — e
passe au quotient en un homéomorphisme R/Z ~ S!, ot R/Z désigne le quotient de R sous I’action du groupe
7 agissant par translations. Ceci donne directement ’homéomorphisme

S!x S'~R/Z x R/Z ~ R? /72

itz

D’autre part, il y a un paramétrage du tore de révolution T}e, par St x S!, donné par

S!xS' = Ty
0,6) — ((24 cos¢)cosb, (24 cos¢)sinb,sin @)

(A 0 fixé, les points décrivent le cercle de centre (2cosf,2sinf,0) et de rayon 1 obtenu en tournant celui
décrit par ’énoncé d’un angle 6 autour de 'axe (0Oz), et & ¢ fixé, ils décrivent le cercle de centre (0, 0, sin ¢)
et de rayon 2 + cos ¢ contenu dans le plan z = sin ¢.)

Reste a relier le définition initiale du tore T" a I'une de ces trois-l1a. T est quasi-compact comme image du
compact [0,1]2 par I'application quotient le définissant. L’application continue [0, 1]2 — S x S! définie par
(z,7) > (e¥™ €2™Y) passe au quotient en une bijection continue 7' — S' x S!, qui est un homéomorphisme
d’aprés ’exercice 3.

Exercice 7. Ecrasements et quotients

1. Pour tout z = (z1,...,x,) € D", on écrit ||z|| pour la norme (euclidienne) de z. On considére I’appli-
cation
f:DM{0} — S* ¢ R !
z o (gEpsintrllal)), cos(rllel)) -
Cette application est bien définie et continue. Lorsque ||z|| — 0, sa limite est (0,...,0,1), donc f
induit une application continue D" — S™. Tout élément x € OD" = S"! est envoyé sur le point
(0,...,0,—1) € S". Réciproquement, tout antécédent de ce point vérifie cos(r||z||) = —1, donc ||z|| =

1. On vérifie de plus que f induit un homéomorphisme entre l'intérieur de D™ et S™\{(0,...,0,—1)}.
Par passage au quotient, on a alors le résultat voulu.



2. Montrons d’abord que pour chaque point x ¢ A, on peut construire un voisinage V' de A et un voisinage
U de x tels que l'intersection U NV soit vide. Pour chaque point a € A, on choisit V,, voisinage de a et
U, voisinage de z tels que V, NU, = @. Par compacité de A, on peut choisir un sous-recouvrement fini
de {V, | a € A}, que nous noterons {V; | i=1...n}. Alors U = (', U; et V = J;_; V; conviennent.
Soit ¢ : X — X/A est application quotient. On note xg le point dans X/A, tel que ¢(A) = {xo}.
Par définition, ¢ induit un homéomorphisme entre X\ A et (X/A)\{zo}, de sorte que ¢(U) est ouvert.
Nous avons ¢ 1(q(V)) = V et ¢ 1(q(U)) = U, donc ¢(V) est un ouvert contenant xq et q(U) est un
ouvert disjoint de ¢(V'), contenant ¢(x). Ainsi, nous avons montré qu’on peut séparer zy de n’importe
quel point distinct de xg.

Soient maintenant deux points z1 # x2 dans X\ A = (X/A)\{zo} : on commence par prendre dans X,
par 'argument précédent, des voisinages Vi, V5 de A et des voisinages Uy de x1, Uy de xo vérifiant

VinU; =0, VanUs;=0.

Par séparation de X, quitte a réduire U; et Us, on peut supposer qu'ils sont disjoints. Alors ¢(U;) et
q(Uz) sont des ouverts disjoints de X/A contenant 1 et xo respectivement.
3. Prendre par exemple A = Q et X = R. Puisque tout ouvert non-vide de R intersecte Q, tout ouvert

non-vide de R/Q contient le point sur lequel est envoyé Q, et deux ouverts non-vides s’intersectent
donc toujours. (Plus généralement cette construction marche donc dés que A dense dans X).

4. 11 suffit de le faire quand n = 2. L’orbite de 1’élément (é i) contient toutes les matrices de la forme

1 .
( 0 ;) avec € # 0. Donc on ne peut pas le séparer de I dans le quotient.

Exercice 8. Bouquet d’espaces

1. Il s’agit d’identifier tous les points de I’équateur de la sphére S™. Chaque hémisphére est homéomorphe
a la boule D™ par projection sur R”, et si on identifie tous les points de la frontiére de D", on obtient
le compactifié d’Alexandrov de D™ ~ R™, & savoir la sphére S™.

2. Le bouquet \/ieNSZ1 n’est pas compact : on peut trouver un recouvrement infini minimal en prenant par
exemple un e-voisinage du point de rattachement x de tous les cercles, ainsi que les complémentaires
de z dans tous les cercles. En revanche, I’espace topologique H est compact : tout recouvrement ouvert
de H contient un ouvert U contenant le point (0,0), et donc également tous les cercles de centre (2, 0)
pour n assez grand, de sorte que H\U est un fermé d’un bouquet d’un nombre fini de cercles, donc est
compact.



