Td n° 1 d’Analyse fonctionnelle

DUALITE DANS LES ESPACES DE BANACH

Séance du 13 février 2015

Exercice 1.  Série de Fourier

On note C(T) I'ensemble des fonctions continues de R dans R, 27 périodiques. On veut
montrer une conséquence classique du théoréme de Banach-Steinhaus, & savoir que pour
tout = dans [0, 27|, 'ensemble des fonctions f € C(T) dont la série de Fourier en x diverge
est un G dense.

1. Démontrez le raffinement suivant du théoréme de Banach-Steinhaus : soit (7;);er une
famille quelconque d’opérateurs linéaires continus d’un Banach E dans un e.v.n F. Alors
on a l'une des deux alternatives :

= supicr | Till o,y < 00,

— Pour tout y d'un Gs dense de E, sup;c; [|T3(y)||r = +o0.

On fixe s € T. Pour f € C(T), on introduit les coefficients de Fourier ¢, (f) et la somme
partielle de Fourier Sy (f)

N 27
Sx(@) = 32 e = - [ fODx (@~ vy
n=—N

avec Dy (y) = ZnN:_N ey,

2. Montrer que ||[Dy||p1(0,27) — +00 lorsque N — +o0.

A N fixé, on introduit une suite g, de fonctions continues telles que —1 < g < 1
et qui convergent simplement vers la fonction sgn(Dy) (avec par exemple la convention
sgn(0) = +1).

3. En utilisant cette suite, montrer que :

1
1SN (s @)l eecrymy = 51PN 12 0,27)-

4. Conclure.
*

Exercice 2. Corollaires du théoreme de Hahn-Banach

1. Soit G un sous espace vectoriel de E, et g : G — R une application linéaire continue.
Montrer qu’il existe f € E’, prolongeant g telle que

I fller = llgller o sup g(z).
ef zeq,||lz|<1

2. Soit zg € E. Montrer qu'il existe fo € E’ telle que
lfoller = lzolle et < fo,x0 >= ||xol*.

3. Soit x € E. Montrer que [|z| = supscp p1<1 | < frz > |.
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Exercice 3. Non-métrisabilité de la topologie faible

Soit E un e.v.n. de dimension infinie.

1. Soit ¢y, ..., ¢, des formes linéaires sur E (pas nécessairement continues) telles que

" 1 Ker ¢; C Ker ¢g. Montrer que ¢g € Vect(¢r, ..., ¢pn) (c’est le lemme des noyaux).

On considére F muni de la topologie faible o(FE, E’), et on suppose que cette topologie
est métrisable.

2. En utilisant des voisinages élémentaires de 0 pour la topologie faible, montrer qu’il
existe une partie dénombrable F' C E’ telle que tout £ € E’ s’exprime comme combinaison
linéaire finie d’éléments de F.

3. Conclure que (F,o(E, E’)) n’est pas métrisable.
*

Exercice 4. (' a la propriété de Schur

1. Rappeler pourquoi dans un e.v.n. de dimension infinie, les topologies forte et faible
sont toujours différentes.

On veut démontrer le résultat suivant : dans ¢!, les suites convergentes sont les mémes
pour les topologies faible et forte. Soit donc u" = (uj)ren une suite convergeant faiblement
vers (.

2. Montrer que pour tout k, lim,, o uy — 0.
3. Montrer que si u, - 0 dans ¢!, on peut supposer de plus que ||u"||, = 1.

4. Construire par récurrence deux suites croissantes de N (ag) et (ny) telles que

ak+171

n 3
vk, Z |U]’k|21~

Jj=ay

pour tout k. Conclure.

5. Montrer qu’il existe v € £*° tel que (v,u™) > %

*

Exercice 5. Convergence faible mais pas forte : trois exemples fondamentaux

Soit ¢ € D(R).

1. (Evanescence) Montrer que u,(z) = ¢(z —n) — 0 dans L?*(R), mais que cette
convergence n’est pas forte.

2. (Concentration) Montrer que v,(x) = /né(nz) — 0 dans L*(R), mais que cette
convergence n’est pas forte.

3. (Oscillations) Soit w € L?(0, 27) une fonction 27-périodique non constante et w,,(x) =

2 .
w(nzx). Montrer que w,, — % O”w dans L?(0,27), mais que cette convergence n’est pas

forte.
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