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Séance du 13 février 2015

Exercice 1. Série de Fourier
On note C(T) l’ensemble des fonctions continues de R dans R, 2π périodiques. On veut

montrer une conséquence classique du théorème de Banach-Steinhaus, à savoir que pour
tout x dans [0, 2π[, l’ensemble des fonctions f ∈ C(T) dont la série de Fourier en x diverge
est un Gδ dense.

1. Démontrez le raffinement suivant du théorème de Banach-Steinhaus : soit (Ti)i∈I une
famille quelconque d’opérateurs linéaires continus d’un Banach E dans un e.v.n F . Alors
on a l’une des deux alternatives :

– supi∈I ‖Ti‖L(E,F ) < +∞,
– Pour tout y d’un Gδ dense de E, supi∈I ‖Ti(y)‖F = +∞.
On fixe s ∈ T. Pour f ∈ C(T), on introduit les coefficients de Fourier cn(f) et la somme

partielle de Fourier SN (f)

SN (f)(x) =
N∑

n=−N
cne

inx =
1

2π

∫ 2π

0
f(t)DN (x− t)dt,

avec DN (y) =
∑N

n=−N e
iny.

2. Montrer que ‖DN‖L1(0,2π) −→ +∞ lorsque N −→ +∞.
A N fixé, on introduit une suite gk de fonctions continues telles que −1 ≤ gk ≤ 1

et qui convergent simplement vers la fonction sgn(DN ) (avec par exemple la convention
sgn(0) = +1).

3. En utilisant cette suite, montrer que :

‖SN (., x)‖L(C(T);R) =
1

2π
‖DN‖L1(0,2π).

4. Conclure.

?

Exercice 2. Corollaires du théorème de Hahn-Banach
1. Soit G un sous espace vectoriel de E, et g : G→ R une application linéaire continue.

Montrer qu’il existe f ∈ E′, prolongeant g telle que

‖f‖E′ = ‖g‖G′ =
def

sup
x∈G,‖x‖≤1

g(x).

2. Soit x0 ∈ E. Montrer qu’il existe f0 ∈ E′ telle que

‖f0‖E′ = ‖x0‖E et < f0, x0 >= ‖x0‖2.

3. Soit x ∈ E. Montrer que ‖x‖ = supf∈E′,‖f‖≤1 | < f, x > |.
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Exercice 3. Non-métrisabilité de la topologie faible
Soit E un e.v.n. de dimension infinie.
1. Soit φ0, . . . , φn des formes linéaires sur E (pas nécessairement continues) telles que

∩ni=1Kerφi ⊂ Kerφ0. Montrer que φ0 ∈ Vect(φ1, . . . , φn) (c’est le lemme des noyaux).
On considère E muni de la topologie faible σ(E,E′), et on suppose que cette topologie

est métrisable.
2. En utilisant des voisinages élémentaires de 0 pour la topologie faible, montrer qu’il

existe une partie dénombrable F ⊂ E′ telle que tout ` ∈ E′ s’exprime comme combinaison
linéaire finie d’éléments de F .

3. Conclure que (E, σ(E,E′)) n’est pas métrisable.

?

Exercice 4. `1 a la propriété de Schur
1. Rappeler pourquoi dans un e.v.n. de dimension infinie, les topologies forte et faible

sont toujours différentes.
On veut démontrer le résultat suivant : dans `1, les suites convergentes sont les mêmes

pour les topologies faible et forte. Soit donc un = (unk)k∈N une suite convergeant faiblement
vers 0.

2. Montrer que pour tout k, limn→∞ u
n
k → 0.

3. Montrer que si un 9 0 dans `1, on peut supposer de plus que ‖un‖`1 = 1.
4. Construire par récurrence deux suites croissantes de N (ak) et (nk) telles que

∀k,
ak+1−1∑
j=ak

|unk
j | ≥

3

4
.

5. Montrer qu’il existe v ∈ `∞ tel que (v, unk) ≥ 1
2 pour tout k. Conclure.

?

Exercice 5. Convergence faible mais pas forte : trois exemples fondamentaux
Soit φ ∈ D(R).
1. (Évanescence) Montrer que un(x) = φ(x − n) ⇀ 0 dans L2(R), mais que cette

convergence n’est pas forte.
2. (Concentration) Montrer que vn(x) =

√
nφ(nx) ⇀ 0 dans L2(R), mais que cette

convergence n’est pas forte.
3. (Oscillations) Soit w ∈ L2(0, 2π) une fonction 2π-périodique non constante et wn(x) =

w(nx). Montrer que wn ⇀ 1
2π

∫ 2π
0 w dans L2(0, 2π), mais que cette convergence n’est pas

forte.

?
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