1 Conditionnement

Exercice 1.1. Soient (2, %,P) un espace de probabilité, ¢ une sous-tribu de & et X une variable
aléatoire positive sur 2. Montrer que {E(X|¥) > 0} est le plus petit ensemble ¥-mesurable (aux
ensembles négligeables pres) qui contient {X > 0}.

Exercice 1.2. Soit (Q2,.#,P) un espace de probabilité. On se donne (X;);>; et (Z;);>; une suite
de variables aléatoires positives et une suite de tribus de (2, #,P). On suppose que E[X; | Z;]
converge en probabilité vers 0.

1. Montrer que (X;);>; converge en probabilité vers 0.
2. Montrer que la réciproque est fausse.

Exercice 1.3. Soient X et Y deux variables aléatoires sur (2, %,P) a valeurs respectivement dans
E et F. Soit ¢ une sous-tribu de %. On suppose que X est indépendante de ¥ et que Y est ¥-
mesurable. Montrer que pour toute fonction mesurable g : EX F - R", on a

Elg(X,Y)|¥] = f g(x,Y)Py(dx)
E

ol Py désigne la loi de X. Le terme de droite est la composée de la variable aléatoire Y par
I'application ¢ : y — f g(x,y)Px(dx) (¢ est mesurable grice au théoreme de Fubini).

Exercice 1.4. On dit que deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes conditionnellement a
¢ si pour toutes fonctions f et g de R dans R mesurables positives,

E[fX)eM)I9] =E[fX)IY]E[g(Y)I¥].
1. Que signifie cecisi ¥ = {0,Q}? Si ¥ = Z?

2. Montrer que la définition précédente équivaut a : pour toute variable aléatoire Z %-mesurable
positive, pour toutes fonctions f et g de R dans R mesurables positives,

E[fX)g(Y)Z] =E[f (X)ZE[g(Y)I¥]],
et aussi a: pour toute fonction g de R dans R mesurable positive,
E[g(Y)|9 voX)] =E[g(Y)|¥].

Exercice 1.5. Soit (2, %, P) un espace de probabilité et (Z,,n > 0) une suite décroissante de sous-
tribus de &, avec &, = Z. Soit X € L%(Q, Z,P). Montrer que les variables E[X|Z,] — E[X|Z,1]
sont orthogonales dans L2, et que la série

D (EX|Z,] — E[X|Z,41])

n=0
converge dans L2. Montrer que si Z., = ﬂn>0 Z,,ona

lim E[X|Z,] =E[X|Z] dans L2,



Exercice 1.6. On se donne deux variables aléatoires réelles positives X et Y, et on suppose que
E[X|Y]=Y et E[Y|X] =X.

1. Montrer que si X et Y sont dans L2, alors X =Y p.s.

2. Montrer que pour toute variable aléatoire positive Z et tout a > 0,

E[Z|ZANa]lAa=Z Aa.
3. Montrer que le couple (X A a,Y A a) vérifie les mémes hypothéses que le couple (X,Y) et en
déduire que X =Y p.s.

Exercice 1.7. On se donne deux réels a et b strictement positifs, et (X,Y) une variable aléatoire a
valeurs dans N x R, dont la loi est caractérisée par

(ay!) exp(—(a+b)y)dy.

t
PX=nY<t)= bf
0 n

On rappelle la formule suivante (qui se démontre facilement par récurrence):
+00
VneN J t"e~'dt =nl.
0

Déterminer E[h(Y)|X] pour tout n € N et toute fonction h : R, — R mesurable telle que h(Y) soit

intégrable, puis E[ (Xil)]. Calculer ensuite E[1x_,;|Y] et enfin E[X|Y].

Exercice 1.8. Soient X1,...,X,, des variables aléatoires indépendantes de méme loi exponentielle
de parameétre A. On note T = X; +...+ X,,. Calculer E[h(X;)|T] pour toute fonction h : R — R
borélienne telle que h(X;) soit mesurable. Que remarque-t-on lorsque n = 2?

Exercice 1.9. 1. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli de
parametre p,q €]0,1[. On pose Z = Iy y~o; et ¥ = o(Z). Calculer E(X|¥) et E(Y|%). Ces
deux variables aléatoires sont-elles indépendantes ?

2. Soient U, T des variables aléatoires définies sur un méme espace de probabilité (92, #,P) a
valeurs dans des espaces mesurables quelconques (€, Z"), (", Z”) telles que pour toute
sous-tribu ¢ de &, pour toutes fonctions réelles mesurables bornées f et g définies respec-
tivement sur (', F") et (7, F"), E(f(U)|¥9) et E(g(T)|¥) sont indépendantes. Montrer que
U ou T est constante.



