1 Conditionnement

Exercice 1.1. Soient (2, %,P) un espace de probabilité, ¢ une sous-tribu de & et X une variable
aléatoire positive sur 2. Montrer que {E(X|¥) > 0} est le plus petit ensemble ¥-mesurable (aux
ensembles négligeables pres) qui contient {X > 0}.

Correction : La variable aléatoire E(X|¥) est par définition une application ¢%-mesurable, et
10, +oo[ est un borélien, donc {E(X|%) > 0} est un ensemble ¥-mesurable. De plus, par définition
de l'espérance conditionnelle,

[ (X]l{E(Xm):o}) =E (E(Xl(g)ﬂ{E(X\‘g):O}) =0.
Or X 1yg(x|«)=0; = O p.s., donc X Lygx|g)—0; = O p.s.. Cela signifie que
{X >0} c{E(X|¥9) > 0}

a un ensemble négligeable pres. Soit A un ensemble ¢4-mesurable contenant {X > 0}, i.e., sur A° on
a X = 0 p.s.. Alors toujours par définition de I'espérance conditionnelle on a

E(E(X|9) 1) =E(X 1) = 0.

De méme E(X|¥) > 0 donc sur A° on a E(X|¥4) = 0 p.s., C’est a dire {E(X|¥4) > 0} C A a un ensemble
négligeable pres.

Exercice 1.2. Soit (Q2,.#,P) un espace de probabilité. On se donne (X;);>; et (Z;);>; une suite
de variables aléatoires positives et une suite de tribus de (2, #,P). On suppose que E[X; | Z;]
converge en probabilité vers 0.

1. Montrer que (X;);>; converge en probabilité vers 0.

2. Montrer que la réciproque est fausse.
Correction :

1. Raisonnons par I'absurde et supposons que P(X; > ¢) > ¢ pour un certain ¢ et pour une infinité
de i > 0. On ne raisonne que sur ces i désormais. On pose A; = {E[X; | Z;] > £2/10}, alors
par hypothese P(4;) — 0 quand i — co. On en déduit que P({X; > €}\A;) > ¢/2 a partir d'un
certain rang. Alors d’apres les propriétés de 'espérance conditionnelle on a

E[X;14] = E[E[X;|Z;]1x] < £%/10,

et d’'un autre coté
E[XilAg] = E[Xil{xi>g}\Ai:| > g2/2.

C’est une contradiction.

2. 11 suffit de prendre Z; = {@, Q} et (X;) une suite qui converge en probabilité vers 0 mais pas
L! vers 0.



Exercice 1.3. Soient X et Y deux variables aléatoires sur (£, #,P) a valeurs respectivement dans
E et F. Soit ¢ une sous-tribu de . On suppose que X est indépendante de ¥ et que Y est Y-
mesurable. Montrer que pour toute fonction mesurable g : E x F — R*, on a

Elg(X,Y)|¥9] = f 8(x,Y)Px(dx)
E
ol Py désigne la loi de X. Le terme de droite est la composée de la variable aléatoire Y par
I'application ¢ : y — f g(x, y)Px(dx) (¢ est mesurable grice au théoreme de Fubini).

Correction : (Extrait du poly de J.-E Le Gall) La variable aléatoire ¢(Y) est o(Y)-mesurable, donc
%-mesurable. Pour montrer ’égalité p.s. E[g(X,Y)|¥4] = ¢(Y), il suffit donc de vérifier que pour
toute variable aléatoire Z ¢-mesurable positive,

Elg(X,Y)Z] = E[¢(Y)Z].

Notons Py v,z la loi du triplet (X, Y, Z), qui est une mesure de probabilité sur E X F X R*. Comme
X est in épendant de (Y,Z), on a
Pix,v,z) = Px ® Py, z)

et donc, en utilisant le théoreme de Fubini,

;
E[g(X,Y)Z] = 8(x,¥)zPx v,z (dx dy dz)
ExXFxR*

¢

= g(x, y)zPx(dx)P(Y,Z)(dy dz)
JE><F><IRJr

(
= z (J g(x,y)Px(dX))) Py, 7)(dy dz)
JFXR"’ E

f
= 2¢(¥)Py,z)(dy dz)

FxR*

= E[¢(V)Z]

ce qui était le résultat recherché.

Exercice 1.4. On dit que deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes conditionnellement a
¢ si pour toutes fonctions f et g de R dans R mesurables positives,

E[fX)g(Y)|9] =ELf (X)IY]E[g(Y)|¥].
1. Que signifie cecisi ¥ = {0,Q}? Si ¥ =Z?

2. Montrer que la définition précédente équivaut a : pour toute variable aléatoire Z ¢-mesurable
positive, pour toutes fonctions f et g de R dans R mesurables positives,

E[fX)g(Y)Z] =E[f (X)ZE[g(Y)I¥]],
et aussi a: pour toute fonction g de R dans R mesurable positive,

E[g(V)|¥9 v o(X)] =E[g(Y)[¥].



Correction :
1. Si ¥ = {0,Q}, l'egalité s’écrit

E(f (X)g(¥)) =E(f (X)E(g(Y))

pour toutes fonctions f et g de R dans R mesurables positives c’est a dire que X et Y sont
indépendantes. Si ¥ = &, I'égalité est triviale et on ne peut rien dire sur les variables X et Y.

2. * On suppose que pour toutes fonctions f et g de R dans R mesurables positives,

E(f (X)g(V)|9) = E(f (X)|9EE(Y)|¥).

Soit Z une variable aléatoire ¢-mesurable positive. Alors

E(f(X)g(Y)Z) E[E(f (X)g(Y)¥9)Z]
= E[E(X)I9E(Y)¥9)Z]

ELf (XE((YV)|¥)Z]

Réciproquement, on suppose que pour toutes fonctions f et g de R dans R mesurables posi-
tives, et pour toute variable aléatoire ¢-mesurable positive Z,

E(f(X)g(Y)z) = E[f X)E(g(Y)I9)Z].

Alors comme ZE[g(Y)|¥] est ¥-mesurable positive, on a
E(f(X)g(Y)Z) =E[f(X)E(g(Y)|¥)Z] = E[E(f (X)|9)E(g(Y)I¥9)Z],

et par la propriété caractéristique de 'espérance conditionnelle, comme E(f (X)|¥)E(g(Y)|¥)
est ¢¥-mesurable, on obtient

E(f X)I9EQ(Y)|Y) =E(f (X)g(Y)|4).

* On note (H, 5#) 'espace dans lequel X prend ses valeurs. L'ensemble IT des parties de €2 de la
forme X "}(H)N G avec H € # et G € ¥ engendre ¥ V o(X) et est stable par intersection finie. On
suppose que pour toutes fonctions f et g de R dans R mesurables positives, et pour toute variable
aléatoire ¥-mesurable positive Z,

E(f (X)g(Y)Z) = E(f (XE((Y)|4)Z).

En particulier, pour tous H € ¥ et G € 4, on a

E(g(Y)1x-11e) = E(EB(E(Y)I9) 1x-11) L)

Par le lemme de classe monotone, puisque II est stable par intersection finie et engendre o(X) V ¥,
on sait que cette propriété caractérise E(g(Y)|o(X) V ¢) parmi toutes les variables (o (X) V ¥)-
mesurables (c’est un résultat du cours), or E(g(Y)|¥) est (o(X) V ¢)-mesurable. On en déduit
que

E(g(V)lo(X) Vv ¥9) =E(g(Y)¥).



Réciproquement, on suppose que pour toute fonction g de R dans R mesurable positive
E(g(Y)lo v ¥9) =E(g(Y)|¥).

Alors, pour toutes fonctions f et g de R dans R mesurables positives, et pour toute variable aléatoire
%-mesurable positive Z

E(fX)g(¥Y)z) = E(f(X)ZE(g(V)loX)V ¥))
= E(fX)ZE(g(Y)]9)).

Exercice 1.5. Soit (2, Z, P) un espace de probabilité et (Z,,n > 0) une suite décroissante de sous-
tribus de &, avec Z, = Z. Soit X € L%(Q, Z,P). Montrer que les variables E[X|Z,] — E[X|Z,41]
sont orthogonales dans L2, et que la série

D (BIX|Z,] — E[X|Z,1])

n=0

converge dans L2. Montrer que si Z,, = ﬂn>0 Z,,ona

lim E[X|Z,] = E[X|Z,] dans L%
n—oo

Correction : Pour m > n, Z,,, Z11 C Fn, Fny1, donc
EIEX|Z:]|Fm] = E[X[Fn]

(de méme en remplagant n par n+ 1 et / ou m par m + 1). En utilisant la propriété caractéristique
de I'espérance conditionnelle, on obtient donc

E [(EX|Z,) — EX|Fn11) (EX|Fp) — EX|Fmi1) ]
= E(EX|F)EX|Z) — E (EX|Z)EX|F i) — E (BX| 201 EX|F )
+E (EX|Z011)EX | F i)
= E((EXI|Zn)) —E ((EX|Fni1))?) - E ((EX|F0)) +E (B Fne1))?) -
= 0.

Les variables E(X|.Z,) — E(X|Z,41) sont donc orthogonales dans I.2. De méme, on a pour n > 0,
0 <E ((EX|Z,) - EX|Z41))*) = E ((EX1Z,)*) — E ((EX|Z041))?) -

Pour la convergence IL?, remarquons tout d’abord que la suite E((E(X|Z,))?) est décroissante et
positive, donc convergente. On déduit de ce qui précede que pour tous p > 0 et k > 0,

k+p 2 k+p
E (ZE(XI%) —E(Xwnﬂ)) = D E((EXIZ,) — EX|Z011))?)
n=k n=k

E((EX1£0)%) —E ((EXIFi) ) -



Ainsi, la série de terme général E(X|Z,) — E(X|Z,,,) vérifie le crittre de Cauchy dans L2, elle
converge donc dans L2. On en déduit que la suite E(X|Z,) converge dans 2. Notons Y sa limite.
Pour tout n > 0,

B(EXIZ,)7) o B(Y1,)
car par Jensen
E([EEEIZ)IZ) -EYIZ)]") < E(E(EXIZ,) - YT2I2,))
< E ([E(X|Z,) - Y]?)

— 0.
p—00

Or pour tout p > n,
EEX|FZ)|Z,) = EX|Z)).

Donc, pour tout n > 0, Y = E(Y|%,) cest a dire que Y est &,-mesurable. Ainsi, Y est & -
mesurable. De plus, de la méme maniere,

E(EX|Z))|Fo) = E(Y| %) = ¥

et pour tout p > 0, E(E(X|Z,)|Z ) = E(X|Z). Donc Y = E(X|F).

Exercice 1.6. On se donne deux variables aléatoires réelles positives X et Y, et on suppose que
E[X|Y]=Y et E[Y|X] =X.

1. Montrer que si X et Y sont dans L2, alors X =Y p.s.

2. Montrer que pour toute variable aléatoire positive Z et tout a > 0,

E[Z|ZANa]lANa=Z Aa.

3. Montrer que le couple (X Aa,Y A a) vérifie les mémes hypothéses que le couple (X,Y) et en
déduire que X =Y p.s.

Correction :

1. Ona

E(X?) - 2E(XY)+E(Y?)
E(X?) - 2E(EX|Y)Y)+E(Y?)
E(X2) - E(Y?).

E(X —Y)?)

En échangeant les roles de X et Y, on obtient E((X — Y)?) = E(Y?2) — E(X?) et donc E((X —
Y)?) = 0. On en déduit que les variables X et Y sont égales p.s.



2. Soita>0,ona

E(Z|Z Aa) = E(ZIL{Z<H}|Z Aa)+ E(Z]]-{ZZa}|Z Aa)
= E((Z Aa)lzrq<a}lZ A @) + E(ZLzpq=3|Z A @)
= (Z AN lzpa<ay T E(Z L zpa=a}|Z A @)Lz pa=a}-

En remarquant que E(Z|Z A a)lizrq=q} = alzpq=q, 0N en déduit que

E(Z|ZAa)ANa = (ZAa)lgzpg<at T alizna=a}
= ZAa.

3. En utilisant Jensen, puis I'inclusion (Y Aa) € o(Y), puis 2., on a

E(X AalY Aa) S EX|Y Aa)Aa

< E(EX|Y)|Y Aa)Aa
E(Y|Y Aa)Aa
Y Aa.

IA A

En passant a 'espérance, on obtient
E(X Aa) <E(Y Aa),
et par symétrie il y a égalité. On en déduit que
E(YAa—EX AalY Aa))=0,
or c’est 'espérance d’une variable positive ou nulle, donc p.s.
YAa=EXAalY Aa).

Par symétrie on a la méme propriété en inversant X et Y, et en utilisant 1., les variables X A a
et Y A a étant dans L2, on obtient

Ya>o0, p.s. XANa=Y Aa.

On en déduit que
p.s., VneN XAn=Y An,

cestadire X =Y p.s..

Correction : 1. Notons, pour tout y € R™,

q(y) =J p(x,y)dx
RH



si cette quantité est finie et g(y) = 0 sinon (ce qui est possible sur un ensemble de mesure nulle).
C’est la densité de la loi de Y par rapport a la mesure de Lebesgue (cf précédemment). Alors on a,
pour toute fonction g : R™ — R borélienne bornée,

E(h(X,Y)g(Y)) f h(x,y)g(y)p(x,y)dxdy
REXR™M

p(x,y)
fmg(y)q(y)ﬂq(y)>ofRnh(x,y) ) dxdy

J g(y)q(y)J h(x, y)v(y,dx)dy
m ]er

f g)a(y)y(y)dy
E[y(Y)g(Y)],

ou on a noté ()
p X’y 1
fR” h(x,y)—q(y) dx siq(y)>0

vl = { h(0, y) sinon.

Puisque ¢ (Y) est o(Y)-mesurable et vérifie la propriété caractéristique de E[h(X,Y)|Y], on en
déduit que
E[A(X,V)|Y] = (V).

2. Soient f et g deux fonctions de R dans R boréliennes bornées. On a, en utilisant Fubini,

E(fX)eg(Y —X)) = EE(SX)g(Y —X)Y))

Y
= E (Y‘l J gy — x)dx)
0

00 y
= J 2y eXp(—/ly)y‘lj f0)g(y —x)dxdy
oOO . 0
= J 2 eXp(—ky)f f(x)g(y —x)dxdy.
0 0
Par le changement de variables (x, y) — (x, y — x), on obtient,
00 y
f 22 eXp(—ky)J f)g(y = x)dxdy
0 0

= lzf f f)g(y)exp(=A(x + y))dxdy
0 0

(AJ f(x)exp(—?tx)dx) (AJ g(x)exp(—?tx)dx),
0 0

ce qui achéve la demonstration.



Exercice 1.7. On se donne deux réels a et b strictement positifs, et (X,Y) une variable aléatoire a
valeurs dans N x R, dont la loi est caractérisée par

n

“(ay)
n!

P(X=n,Y<t) = bf exp(—(a+b)y)dy.

0

On rappelle la formule suivante (qui se démontre facilement par récurrence):
+00
VneN J t"e~'dt =nl.
0

Déterminer E[h(Y)|X] pour tout n € N et toute fonction h : R, — R mesurable telle que h(Y) soit

intégrable, puis E[ (Xil)]. Calculer ensuite E[1(x_,;|Y] et enfin E[X|Y].

Correction : * Pour tout n > 0, on a par le théoréme de convergence dominée

n

ay) exp(—(a+b)y)dy=L( d )n>0.

PX=n)=1imP(X=n,Y < =
( n) pl—g}o( nY <p) bJ n! a+b\a+b

0

Donc, puisque P(X =n) > 0,
_ E(R(Y) 1)

E(h(Y)IX =n) = PX = n)
On remarque que:
(7 (ay)
E(R(Y)1x=n) = b |  h(y)— —exp(—(a+Db)y)dy. M
0 !

Pour justifier cette égalité assez intuitive, on peut suivre le raisonnement suivant. On vérifie facile-
ment que (1) est vraie pour h = 1y ,7. On montre par le théoreme de convergence dominée que
E(]]-{Y:t}]l{X:n}) = limp_,oo E(H{Ye]t—l/p,t]}ﬂ{X:n}) = 0 donc (1) est satisfaite pour tout h = 1,
ol I est un intervalle. Par linéarité de 'espérance et de I'intégrale, on en déduit que (1) est sat-
isfaite pour toute fonction étagée. Toute fonction h mesurable positive étant la limite croissante
d’une suite de fonctions positives étagées, on conclut grace au théoreme de convergence mono-
tone que (1) est vraie pour toute fonction h mesurable positive. On conclut par la décomposition
h = max(h,0) — | min(h, 0)| et la linéarité de ’espérance et de I'intégrale que (1) est vraie en toute
généralité. En utilisant (1), on obtient:

E(h(Y) 1= * "
E(h(V)IX =n) = % = (a+b)"*! J h(N)2 exp(—(a+ bly)dy = p(n),
- . |

et par définition
E(h(Y)IX) = ¢(X).

* En particulier,

- exp(—(a+b)y)dy = a—|——b'

E(Y|X =n) = (a+ b)"*! f

0



On a ensuite

(1) = [0

T
= E —E(YIX)}

X +1
S
= E ——E{Y|X=n)lx-
D RO = Ty
| n=0
1
= —E{|X=n)PX =n
;)nﬂu JR(X = n)

1 iP(X N
- a+b4& VT ry
n=0
* Puis, pour toute fonction h mesurable telle que h(Y) soit intégrable, on a
o0 o0
> bf h(y)
n=0 0

= b f h(y)exp(—by)dy,
0

E(h(Y)) exp(—(a+Db)y)dy

(ay)
n!

donc la densité de la loi de Y est la fonction

q(y)= be_byﬂ{y>0}-

Ainsi, pour toute fonction h bornée,

% (ay)"
E(Llx=nh(Y)) = b | h(y) Y exp(—(a+b)y)dy
0 !
= | 1020 expt-ayray
0 !
(aY)"
= E(h(Y) . exp(—aY)).
Cela implique que
(aY)"
E(Lgx=nY) = exp(—aY),

n!

(o(Y)-mesurabilité et propriété caractéristique vérifiée, comme précédemment).



* On en déduit

EX[Y) = > nE(lg_ylY)

n=1

o (av)"
= ;(n_l)!exp(—aY)
= aY.

Exercice 1.8. Soient Xi,...,X, des variables aléatoires indépendantes de méme loi exponentielle
de paramétre A. On note T = X; +...+ X,,. Calculer E[h(X;)|T] pour toute fonction h : R — R
borélienne telle que h(X;) soit mesurable. Que remarque-t-on lorsque n = 2?

Correction : Soient f : R, — R et h: R, — R deux fonctions boréliennes telles que h(X;) soit
intégrable et f bornée. On a, par le changement de variables (xq,...,x,) — (xq,X; + X5,..., X +
co X)),

E(h(X)f X1 +...+X,))

= J Atexp(—Ax; + ... +x,)h(x))f (xq + ...+ x)dxq ... dx,
-

+

= J Atexp(—As, )h(s1)f (sp)ds;...ds
{0<31< <Sn}

An
= -2 —A0)(t =$)"?h dsdt.
(n—2)! {05s5t}exp( t)(t =s)"""h(s)f (t)dsdt

En prenant h = 1, on trouve que la loi de T a pour densité par rapport a la mesure de Lebesgue
kl’l
t
(n—1)

n—1

exp(—kt)]l{bo}.
On peut écrire le résultat précédent de la maniere suivante:

E(hX))f X1 +...+X,))

AT J“’ . f (t— )” 2
= —— | dtf()t" texp(—At) (n —1)——=—nh(s)ds.
(n—=1) J, 0<s<t}

_ )n 2 '
(f(T)J (n —1) h(s )dS)

De méme que précédemment (o (T )-mesurabilité et propriété caractéristique), on en déduit que

T
(1) J (T — )" 2h(s)ds
0

E(h(X)IT) =

Si n = 2, on reconnait 'expression de E(h(Y)) ou Y est une variable aléatoire de loi uniforme sur
[0, T] (on dit que la loi conditionnelle de X; sachant T est la mesure uniforme sur [0, T]).
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Exercice 1.9. 1. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli de
parametre p,q €]0,1[. On pose Z = Iy y~o; €t ¥ = o(Z). Calculer E(X|¥) et E(Y|¥). Ces
deux variables aléatoires sont-elles indépendantes ?

2. Soient U, T des variables aléatoires définies sur un méme espace de probabilité (2, #,P) a
valeurs dans des espaces mesurables quelconques (2, Z"), (2", F”) telles que pour toute
sous-tribu ¢ de &, pour toutes fonctions réelles mesurables bornées f et g définies respec-
tivement sur (Q', Z') et (Q7,Z"), E(f(U)|¥) et E(g(T)|¥) sont indépendantes. Montrer que
U ou T est constante.

Correction :

1. On est dans le cas d’un conditionnement discret: les ensembles {Z = 0} et {Z = 1} forment
une partition de €2 qui engendre ¥. Ainsi,

E(Xl(g) = E(XlZ = O) ]]-{Z=O} +E(X|Z = 1) IL{Z:]}-

Sur {Z =0}, X =0 p.s. et donc E(X|Z = 0) = 0. De plus,

P(X=1)
EX|Z=1) = ——
PX+Y =>1)
_ PX=1)
- 1-P(X+Y=0)
1-(1-p)A-q) p+qg—-pq
Ainsi,
p
EX|¢9)=————I1 .
Xl = o =g =y
Les roles de X et Y étant symétriques,
E(Y|9)=————1 .
Y9 = ey —pg 11221

Les variables aléatoires E(X|¥) et E(Y|¥) sont donc proportionnelles p.s. et non constantes,
elles ne sont donc pas indépendantes.

2. Supposons que ni U, ni T ne soient constantes. Alors il existe des ensembles mesurables A, B
des espaces d’arrivée respectifs de U, T tels que X := 1,(U),Y := 15(T) soient des v.a. de
loi de Bernoulli de parameétres p,q €]0,1[. X et Y sont indépendantes (par hypothése en
conditionnant avec la tribu %). Par 1., 'hypothese est mise en défaut.

11



