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PROBLEMES ELLIPTIQUES

Séance du 3 octobre 2014

Exercice 1. Inégalité de Carleman
Soit 2 un ouvert borné.

1. Soit h > 0 et @ € R™ de norme 1. On note Py = —h?A, défini sur H? N Hg. Soit
¢ : x +— a.x. A quoi correspond l'opérateur P 4 = e%POe_% ?

2. En écrivant Py 4y = A+ iB o A et B sont deux opérateurs symétriques (pour le
produit scalaire < u,v >= fQ uv), montrer que

Yu € H*(Q) N HY, [|Pogulliz = ||AullZ2 + || Bul|7z.

3. Montrer
Vu € H*(Q) N Hy, hl|ulz2 < C(Q)|BulL:.

4. Soit g € L*(€2). On définit Py = Py 4 + ¢. En déduire qu’il existe hg tel que
Y0 < h < ho, € H2(Q) N HY, ||ul|z2 < Chlle® (A + g)e™ Rl 2.
5. Montrer que Y0 < h < hg, Vf € L?(Q), il existe r € L?(f2) solution de

ef(~A+q)efr=1,

et que cette solution vérifie

7]l < Chl[f]] 2-

6. Montrer que I'on peut construire des solutions u de (—A + ¢)u = 0 sous la forme
u= e_%(‘ﬁﬁw)(l +7), ot ¢ = a.z, ¢ = B.x avec B bien choisi, et € L? qui satisfait,

Y0 < h < ho, ||r|lz2 < Ch.

Exercice 2. Energie de Dirichlet
Soit © un ouvert borné. On consideére @ : v € C*°(Q) — Q. ou

Qy: f e /Wuﬁ

avec u solution de
div(yVu) =0, dans Q
u = f, sur 0f)

Montrer que

dQly—1(h)(f) = /Q WVol?,
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oll v est solution de
Av =0, dans Q2
v = f, sur 0f2.

*

Exercice 3.  Généralisation de linégalité de Cacciopoli
Soient A = (a;j(z)) € L*>(Q, Mg(R)) une matrice telle qu'’il existe C, a > 0 tels que

d
Vo e QVEeRY, ale]’ < ) aij(2)&& = (A(2)§).£ < CIEP.

ig—1
Soit b € L>®(Q,RY) et ¢ € L>®(2,R). On considére 'opérateur linéaire défini par

Lu = —div(A(x)Vu) + b(z).Vu) + c(x)u

d d
= — Z Ow, (aij(x)0p;u) + Z bi ()0, u + c(z)u.
=1

i,j=1

Soient f € L2(Q) et u € H'(Q) tels que Lu = f. Soit ' C Q un ouvert tel que Q' C Q.
Montrer que

/, Vul2dz < C/Q(u2 + 12)da.

Indication : On pourra utiliser comme fonction test n?u ot n € C§°() et vaut 1 sur Q.
*

Exercice 4.  Probléme de Dirichlet a coefficients variables
On considére lopérateur L de exercice 3. On suppose Q borné. Etant donné f €
H~1(€), on cherche a résoudre le probléme

Lu+ pu=f Q,
{ u=20 o9. (1)

1. Montrer qu'’il existe g € R tel que pour tout u > pg, pour tout f € H1(Q), il
existe une unique solution faible u € H} de (1).

2. Soit u > pg, on note T'f cette solution. Montrer que T est un endomorphisme
compact de L?(2).

3. Soit u € R quelconque. Montrer que pour f = 0, I’ensemble des solutions faibles de
(1) est un sous-espace vectoriel de dimension finie de L?(f2), qu'on note d. Montrer qu'il

existe un sous-espace vectoriel de L?(€2) de dimension d tel que (1) admet une solution si
et seulement si f € FL.
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