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TD2 : Anneaux, idéaux, anneaux

principaux et factoriels

Diego Izquierdo

Les exercices 1, 2, 4, 5, 6, 11 ont été traités pendant la séance de TD. L'exercice 11

ayant été traité assez rapidement, vous trouverez ci-dessous sa correction.

Exercice 3 : Vrai ou faux ? Le retour

Soit A un anneau.
1. Pour tout idéal I de A, on a

√√
I =
√
I.

Indications : VRAI : L'inclusion
√
I ⊆

√√
I est évidente. Soit x ∈

√√
I. Il

existe n ∈ N tel que xn ∈
√
I. Il existe m ∈ N tel que xmn = (xn)m ∈ I. Donc

x ∈
√
I. On déduit que

√√
I =
√
I.

2. Tout idéal du quotient d'un anneau principal par un idéal est principal.
Indications : VRAI : Soient A un anneau principal et I un idéal. Notons
p : A → A/I la projection canonique. Si J est un idéal de A/I, on pose
J̃ = p−1(J). Comme A est principal, il existe x ∈ A tel que J̃ = (x). On vé-
ri�e alors immédiatement que J = (p(x)).

3. Si A est intègre, I est un idéal principal et A/I est un anneau principal,
alors A est principal.

Indications : FAUX : Il su�t de prendre A = C[X,Y ] et I = (X).

4. La somme de deux idéaux non principaux d'un anneau est soit un
idéal non principal soit l'anneau tout entier.

Indications : FAUX : Dans C[X,Y ], la somme des idéaux (X2, XY ) et (X2 +
X,XY ) est (X).

5. S'il existe une suite croissante (An)n∈N de sous-anneaux factoriels de
A telle que A =

⋃
n∈NAn, alors A est factoriel.

Indications : FAUX : On choisit A = C[(X1/2n)n∈N], et An = C[X1/2n ]. Chaque
An est isomorphe à C[X], donc est factoriel. Par contre, si A était factoriel, comme
X = (X1/2n)2

n

et X1/2n n'est pas une unité de A, chaque facteur irréductible de
X serait de valuation au moins 2n : absurde ! Donc A n'est pas factoriel.
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Exercice 7 : Anneau de polynômes

Soit A un anneau commutatif unitaire. Montrer que si A n'est pas un corps,
alors A[X] n'est pas principal.

Indications : Supposons A intègre (dans le cas contraire, A[X] ne l'est pas non
plus et n'est donc pas principal). Soit a ∈ Ar (A× ∪ {0}). Montrons que l'idéal
I = (a)+(X) n'est pas principal. En e�et, supposons I = (b) avec b ∈ A[X]. Alors,
comme on a deg(αβ) = deg(α)+deg(β), on a nécessairement deg(b) ≤ deg(a) = 0,
c'est-à-dire b ∈ A. De plus, il existe c ∈ A[X] véri�ant bc = X. On a alors
deg(c) = 1, et donc il existe d, e ∈ A tels que dX + e = c. Mais on a ainsi bd = 1.
Cela implique I = A[X], ce qui est absurde puisque son image par la projection
A[X] � A est (a) 6= A.

Exercice 8 : Un contre-exemple

Soit A un anneau.
1. Supposons A intègre. Rappeler pourquoi, si a et b sont deux éléments
de A tels que (a) = (b), alors il existe u ∈ A× tel que a = bu.

Indications : Si a = 0 ou b = 0, la propriété est évidente. Supposons a 6= 0 et
b 6= 0. Comme (a) = (b), il existe u, v ∈ A tels que a = bu et av = b. On a alors
auv = a. Par intégrité, uv = 1, et u ∈ A×.

Prenons maintenant A = Q[X, Y, Z]/(X−XY Z). On note x, y et z les classes
de X, Y et Z dans A.

2. Véri�er que A n'est pas intègre.
Indications : On a x(1− yz) = 0, mais x 6= 0 et 1− yz 6= 0.

3. Montrer que (x) = (xy).
Indications : On remarque que x divise xy et xy divise x car xyz = x. Donc
(x) = (xy).

4. Montrer qu'il n'existe pas d'élément u ∈ A× tel que xu = xy.
Indications : Supposons qu'un tel u existe. Soit U ∈ Q[X,Y, Z] un relèvement
de u. On a alors X(U − Y ) ∈ (X − XY Z)Q[X,Y, Z]. Donc U − Y ∈ (1 −
Y Z)Q[X,Y, Z]. On en déduit qu'il existe H ∈ Q[X,Y, Z] tel que U = Y + (1 −
Y Z)H. Dire que u est une unité dans A équivaut à dire que (U,X − XY Z) =
Q[X,Y, Z]. On a donc (Y +(1−Y Z)H,X) = Q[X,Y, Z]. Par ailleurs, on dispose
d'un morphisme surjectif d'anneaux :

ϕ : Q[X,Y, Z]→ Q[T ], X 7→ 0, Y 7→ T,Z 7→ T.

On en déduit que (T + (1 − T 2)H(0, T, T )) = Q[T ], c'est-à-dire que T + (1 −
T 2)H(0, T, T ) ∈ Q : c'est impossible !
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Exercice 9 : Exemples d'anneaux non factoriels

1. Montrer que l'anneau A = C[X, Y, Z, T ]/(XY − ZT ) est intègre mais
pas factoriel.

Indications : Considérons le morphisme :

ϕ : C[X,Y, Z, T ]→ C(Z)[X,Y ], X 7→ X,Y 7→ Y,Z 7→ Z, T 7→ XY

Z
.

On véri�e aisément que (XY − ZT ) ⊆ Ker ϕ. Montrons qu'il y a égalité.
Soit P ∈ Ker ϕ. Comme on a XaY bZcT d = Xa+cY b+cT d−c ou XaY bZcT d =
Xa+dY b+dT c−d dans A, il existe des polynômes Q(X,Y ) ∈ C[X,Y ], R(X,Y, Z) ∈
C[X,Y, Z] et S(X,Y, T ) ∈ C[X,Y, T ] tels que P ≡ Q(X,Y ) + ZR(X,Y, Z) +
TS(X,Y, T ) mod XY − ZT . On a alors 0 = ϕ(P ) = Q(X,Y ) + ZR(X,Y, Z) +
XY
Z S(X,Y, XYZ ), ce qui montre que Q = R = S = 0. Par conséquent, P ∈
(XY −ZT ) et Ker ϕ = (XY −ZT ). Le morphisme ϕ induit donc un morphisme
injectif A→ C(Z)[X,Y ], ce qui montre que A est intègre.
Montrons que A n'est pas factoriel. Dans A, on a la relation XY = ZT . Il su�t
donc de montrer que X,Y, Z, T sont irréductibles dans A. Par symétrie des rôles,
il su�t de montrer l'irréductibilité de X. On remarque déjà que X n'est pas
inversible puisque son image par ϕ ne l'est pas. Soient maintenant P1 et P2 dans
C[X,Y, Z, T ] tels que X ≡ P1P2 mod XY − ZT . On a alors X = ϕ(P1)ϕ(P2).
Comme X est irréductible dans C(Z)[X,Y ], il existe F (Z) ∈ C(Z) non nul tel
que ϕ(P1) = F ou ϕ(P2) = F . Supposons sans perte de généralité que ϕ(P1) = F .
Comme précédemment, on peut trouver :
• Q1(X,Y ) ∈ C[X,Y ], R1(X,Y, Z) ∈ C[X,Y, Z] et S1(X,Y, T ) ∈ C[X,Y, T ] tels

que P1 ≡ Q1(X,Y ) + ZR1(X,Y, Z) + TS1(X,Y, T ) mod XY − ZT ;
• Q2(X,Y ) ∈ C[X,Y ], R2(X,Y, Z) ∈ C[X,Y, Z] et S2(X,Y, T ) ∈ C[X,Y, T ] tels

que P2 ≡ Q2(X,Y ) + ZR2(X,Y, Z) + TS2(X,Y, T ) mod XY − ZT .
On a alors Q1(X,Y ) + ZR1(X,Y, Z) +

XY
Z S1(X,Y,

XY
Z ) = F (Z). Cela montre

que S1 = 0, Q1 ∈ C et R1 ∈ C[Z]. En notant :

ψ : A→ C(X)[Z, T ], X 7→ X,Y 7→ ZT

X
,Z 7→ Z, T 7→ T,

on remarque que ψ(Z) ne divise pas ψ(X). Donc Z ne divise pas X dans A et
Q1 6= 0.
Par ailleurs, on a ϕ(P2) = X

Q1+ZR1(Z) = Q2(X,Y ) + ZR2(X,Y, Z) +
XY
Z S2(X,Y,

XY
Z ). Comme Q1 ∈ C×, on en déduit que R1 = 0 et donc P1 est

inversible dans A. Cela montre que X est irréductible dans A.

2. Montrer que l'anneau B = Z[
√
10] n'est pas factoriel, mais que tout

élément non nul de B s'écrit sous la forme up1...pn avec u ∈ B× et pi
irréductible pour chaque i.
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Indications : Dans B, on a la relation 2 × 5 = (
√
10)2. Montrons que 2 est

irréductible dans B. Écrivons donc 2 = yz et notons N : B → N, a + b
√
10 7→

|a2 − 10b2|. On remarque alors que 4 = N(2) = N(yz) = N(y)N(z). Si N(y) =
N(z) = 2, alors il existerait a, b ∈ Z tels que |a2 − 10b2| = 2 : absurde (regarder
modulo 5). Par conséquent, N(y) = 1 ou N(z) = 1, et alors y ou z est une unité.
Donc 2 est irréductible dans B. Comme 2 ne divise pas

√
10, B n'est pas factoriel.

Montrons que tout élément x de B s'écrit sous la forme up1...pn avec u ∈ B× et
pi irréductible pour chaque i. On procède par récurrence sur N(x). Si N(x) = 1,
alors x est un unité et la propriété est vraie. Supposons que la propriété soit vraie
pour x tel que N(x) ≤ n. Soit x ∈ B tel que N(x) = n+ 1. Si x est irréductible,
alors on a terminé. Sinon, il existe y et z dans B \B× tels que x = yz. On a alors
N(y) < n+1 et N(z) < n+1. On peut donc appliquer l'hypothèse de récurrence
à y et z, et on obtient une écriture de x sous la forme up1...pn avec u ∈ B× et pi
irréductible pour chaque i.

3. Plus généralement, est-il vrai que, si p et q sont deux nombres premiers
distincts, alors l'anneau Z[√pq] n'est pas factoriel ?

Indications : Non. Prenons p = 2 et q = 3, et considérons C = Z[
√
6]. Montrons

que C est un anneau euclidien. Notons N : Q[
√
6]→ N, a1 + a2

√
6 7→ |a21 − 6a22|.

Soient x, y ∈ C avec x 6= 0 et y 6= 0. On écrit x
y = c1+c2

√
6 avec c1, c2 ∈ Q, et on

note d1 (resp. d2) des entiers tels que |d1− c1| ≤ 1/2 et |d2− c2| ≤ 1/2. Plusieurs
cas se présentent :
• si 6(d2 − c2)2 < 1, alors on a N(xy − (d1 + d2

√
6)) < 1 ;

• si 1 ≤ 6(d2 − c2)2 < 5
4 , alors N(xy − (1 + d1 + d2

√
6)) < 1 ;

• si 5
4 ≤ 6(d2 − c2)2 < 3

2 , alors N(xy − (−1 + d1 + d2
√
6)) < 1.

Dans tous les cas, on trouve q ∈ C tel que N(xy − q) < 1. Par conséquent, en
posant r = x− qy, on a x = qy + r avec N(r) = N(xy − q)N(y) < N(y). Donc C
est euclidien.
Remarque : L'égalité 2 × 3 = (

√
6)2 n'implique pas que C n'est pas factoriel,

parce que 2, 3 et
√
6 ne sont pas irréductibles : on a 2 = (

√
6 + 2)(

√
6 − 2),

3 = (3 +
√
6)(3−

√
6) et

√
6 = (

√
6 + 2)(3−

√
6) = (

√
6− 2)(3 +

√
6).

Exercice 10 : Un anneau principal non euclidien

Soit R un anneau euclidien qui n'est pas un corps.
1. Montrer que l'on peut trouver un élément non inversible x de R tel
que la restriction à R×∪{0} de la projection canonique de R sur R/(x)
soit surjective. On pourra choisir x tel que φ(x) soit minimal parmi les
éléments x /∈ R×, où φ désigne le stathme d'une division euclidienne
de R.

Indications : Soit x ∈ R \ (R× ∪ {0}) tel que φ(x) est minimal. Soit y ∈ R/(x).
Soit y ∈ R un relèvement de y. On écrit la division euclidienne de y par x : on
trouve ainsi q, r ∈ R tels que y = qx+ r, φ(r) < φ(x) et r 6= 0. Par dé�nition de
x, on a r ∈ R×∪{0}, et r est un relèvement de y dans R, ce qui achève la preuve.

Soient α = 1+i
√
19

2
et A = Z[α].

2. Déterminer A×.
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Indications : On dé�nit N : Q[α] → N, z 7→ |z|2. On véri�e immédiatement
que :

∀z ∈ A, z ∈ A× ⇔ N(z) = 0.

Comme N(a+ b 1+i
√
19

2 ) = (a+ b
2 )

2 + 19
4 b

2, on véri�e alors que A× = {−1, 1}.
3. Montrer que A n'est pas euclidien.

Indications : Supposons A euclidien. Alors il existe x ∈ A \ A× tel que la
projection A×∪{0} → A/(x) est surjective. On en déduit que A/(x) est isomorphe
à Z/2Z ou à Z/3Z. Mais le polynôme X2 −X + 5, qui annule α, ne possède pas
de racines dans Z/2Z ou Z/3Z : absurde !

4. Si a, b ∈ A r {0}, montrer qu'il existe q, r ∈ A tels que r = 0 ou
|r| < |b| et qui véri�ent, soit a = bq + r, soit 2a = bq + r.

Indications : On écrit ab−1 = u+ vα ∈ Q[α], et on note n = bvc.
Supposons v /∈

]
n+ 1

3 , n+
2
3

[
et soient s, t ∈ Z les entiers les plus proches de u et

v respectivement. Par hypothèse sur v, on a |t − v| ≤ 1
3 et |s − u| ≤ 1

2 . On pose
alors q = s+ tα ∈ A, et on a

N(ab−1 − q) = (u− s)2 + (u− s)(v − t) + 5(v − t)2 < 1.

Dans le cas où v appartient à
]
n+ 1

3 , n+
2
3

[
, on considère 2ab−1, qui nous ramène

au cas précédent.

5. Montrer que A/(2) est un corps. On pourra utiliser l'exercice 5.

Indications : On utilise A ' Z[T ]/(T 2 − T + 5) pour écrire :

A/2A ∼= Z/2Z[T ]/(T 2 + T + 1).

Comme T 2 + T + 1 est irréductible dans Z/2Z[T ], on déduit que A/(2) est un
corps.

6. Montrer que A est un anneau principal.
Indications : Soient I un idéal non nul et b un élément non nul de I avec N(b)
minimal. Soit a ∈ I. En utilisant 4., on a q, r véri�ant a = bq + r ou 2a = bq + r.
Dans le premier cas, on a r = 0 par minimalité de N(b) et c'est gagné. Dans le
second cas, on a de même r = 0 et donc 2a = bq. Comme 2A est maximal, on a
b ∈ 2A ou q ∈ 2A. Dans ce dernier cas, on conclut directement. Il reste donc à
examiner le cas q /∈ 2A et b = 2c avec c ∈ A. Par 5., on a alors 2A+ qA = A, et
il existe alors x, y ∈ A tels que c = c · 1 = 2xc+ qyc = bx+ ay ∈ I. Ceci contredit
alors la minimalité de b, et ce cas de �gure n'est pas envisageable.
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Exercice 11 : Une équation diophantienne

1. Montrer que Z[1+i
√
11

2
] est un anneau euclidien. Quelles sont ses unités ?

Indications : Notons A = Z[ 1+i
√
11

2 ]. On dé�nit N : Q[ 1+i
√
11

2 ] → N, z 7→ |z|2.
On véri�e que z ∈ A est une unité si, et seulement si, N(z) = 1. Donc A× =
{−1, 1}.
Soient maintenant x, y ∈ A non nuls. On écrit x

y = c1 + c2
1+i
√
11

2 avec c1, c2 ∈ Q,
et on note d1 (resp. d2) des entiers tels que |d1 − c1| ≤ 1/2 et |d2 − c2| ≤ 1/2.
Plusieurs cas se présentent :
• si |d1 − c1 + d2−c2

2 | ≤ 1
2 , alors on a N(xy − (d1 + d2

1+i
√
11

2 )) < 1 ;

• si 1
2 < d1 − c1 + d2−c2

2 < 3
4 , alors N(xy − (−1 + d1 + d2

1+i
√
11

2 )) < 1 ;

• si − 3
4 < d1 − c1 + d2−c2

2 < − 1
2 , alors N(xy − (1 + d1 + d2

1+i
√
11

2 )) < 1.
Dans tous les cas, on trouve q ∈ A tel que N(xy − q) < 1. Par conséquent, en
posant r = x− qy, on a x = qy + r avec N(r) = N(xy − q)N(y) < N(y). Donc A
est euclidien.

2. Trouver tous les couples (x, y) ∈ Z2 tels que y2 + 11 = x3.

Indications : Dans A, on a (y + i
√
11)(y − i

√
11) = x3. Soit d ∈ A divisant

y + i
√
11 et y − i

√
11. Alors d divise 2i

√
11 et 2y. Comme N(i

√
11) = 11 est un

nombre premier, i
√
11 est irréductible. Comme il n'existe pas d'élément z ∈ A

tel que N(z) = 2, 2 est irréductible. Donc d est associé à 1, 2, i
√
11 ou 2i

√
11.

Analysons les di�érents cas :
• si d est associé à i

√
11 ou 2i

√
11, alors 11|N(d)|y2 +11. Donc 11|y et 11|x. On

en déduit que y2 + 11 ≡ 11 mod 112 et x3 ≡ 0 mod 112 : absurde !
• si d est associé à 2, alors 4 = N(2)|N(y+ i

√
11) = y2+11. Donc y est impair et

x est pair. On en déduit que y2 + 11 ≡ 4 mod 8 et x3 ≡ 0 mod 8 : absurde !
Par conséquent, d ∈ A×, et y + i

√
11 et y − i

√
11 sont premiers entre eux.

Par factorialité de A, il existe donc u ∈ A× et z ∈ A tels que y + i
√
11 =

uz3. Comme A× = {1,−1}, on peut supposer u = 1. En écrivant z = a +

b 1+i
√
11

2 et identi�ant les parties imaginaires de (a + b 1+i
√
11

2 )3 et de y + i
√
11,

on obtient −2b3 + 3a2b + 3ab2 = 2. On remarque alors que b|2, et on trouve
(a, b) ∈ {(0,−1), (1,−1), (1, 2), (−3, 2)}. Maintenant, en identi�ant les parties

réelles de (a + b 1+i
√
11

2 )3 et de y + i
√
11, on obtient y ∈ {±4,±58}. Donc les

couples (x, y) solutions de l'équation sont (3,±4), (15,±58).

Exercice 12 : Autres équations diophantiennes

1. Trouver tous les couples d'entiers impairs (x, y) tels que y2 +28 = x3.

Indications : Comme dans l'exercice précédent, on pose A = Z[ 1+i
√
7

2 ], on
montre que A est euclidien pour le stathme N : A → N, z 7→ |z|2 et que
A× = {1,−1}. On véri�e que y n'est pas multiple de 7, et on en déduit que
y + 2i

√
7 et y − 2i

√
7 sont premiers entre eux dans A. En écrivant que y + 2i

√
7

est un cube, on arrive alors aux solutions (x, y) = (37,±225).
2. Trouver tous les couples (x, y) ∈ C[T ]2 tels que y2 + T = x3.
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Indications : On se place dans A = C[
√
T ]. L'anneau A est principal car il est

isomorphe à C[U ], et A× = C×. DansA l'équation s'écrit (y+i
√
T )(y−i

√
T ) = x3.

On remarque que T ne peut pas diviser y. On en déduit que y+ i
√
T et y− i

√
T

sont premiers entre eux. Par conséquent, y+ i
√
T et y− i

√
T sont des cubes dans

C[
√
T ] : il existe donc H,K ∈ A tels que H3 = y + i

√
T et K3 = y − i

√
T . Donc

(H −K)(H2 +HK +K2) = H3 −K3 = 2i
√
T . On montre alors aisément qu'il

existe a ∈ C× et b ∈ C tels que H = a
√
T + b : cela contredit que H3 = y + i

√
T

et y ∈ C[T ] ⊆ A. L'équation n'a donc pas de solutions.

Exercice 13 : Sommes de deux carrés

On cherche à déterminer S = {a2 + b2|(a, b) ∈ Z2}.
1. (a) Quels sont les nombres premiers p tels que −1 est un carré dans

Z/pZ ?
Indications : Si p = 2, −1 est un carré dans Z/pZ. Supposons p impair. Alors
(Z/pZ)× ∼= Z/(p− 1)Z. Ce groupe possède un élément d'ordre 4 si, et seulement
si, 4|p−1, c'est-à-dire p ≡ 1 mod 4. On en déduit que −1 est un carré dans Z/pZ
si, et seulement si, p ≡ 1 mod 4.

(b) En déduire que, si p est un nombre premier congru à 3 modulo 4
et n un élément non nul de S, alors vp(n) est pair.

Indications : On écrit n = a2 + b2. Supposons sans perte de généralité que

vp(a) ≤ vp(b). On a alors n
p2vp(a) =

(
a

pvp(a)

)2
+
(

b
pvp(a)

)2
. Si p divisait n

p2vp(a) ,

alors −1 ≡
(

b
pvp(a) · p

vp(a)

a

)2
mod p serait un carré modulo p : absurde car p ≡ 3

mod 4. Donc p ne divise pas n
p2vp(a) , et vp(n) = 2vp(a).

2. Rappeler pourquoi l'anneau Z[i] est principal. Quelles sont ses unités ?
Indications : L'anneau Z[i] est euclidien pour le stathme N : Z[i]→ N, z 7→ |z|2.
Ses unités sont 1, i,−1,−i.

3. (a) Montrer qu'un nombre premier p est dans S si, et seulement si, il
n'est pas irréductible dans Z[i].

Indications : Si p ∈ S, on écrit p = a2 + b2, et on remarque alors que p =
(a+ib)(a−ib) : on en déduit que p n'est pas irréductible. Si p n'est pas irréductible
dans Z[i], alors p = z1z2 avec z1, z2 deux éléments de Z[i] tels que N(z1) 6= 1
et N(z2) 6= 1 : on en déduit que N(z1)N(z2) = p2, et donc que N(z1) = p. En
écrivant z1 = a+ bi, on obtient que a2 + b2 = p, autrement dit p ∈ S.

(b) En déduire qu'un nombre premier impair p est dans S si, et seule-
ment si, il est congru à 1 modulo 4. On pourra utiliser le résultat de
l'exercice 5.

Indications : Un nombre premier p est dans S si, et seulement si, p n'est irréduc-
tible dans Z[i]. Comme Z[i] est principal, cela équivaut à dire que Z[i]/(p) n'est
pas intègre. Or Z[i]/(p) ∼= Z/pZ[X]/(X2 + 1). Comme Z/pZ[X] est principal, on
en déduit que p est dans S si, et seulement si, X2 + 1 n'est pas irréductible dans
Z/pZ[X]/(X2 + 1), c'est-à-dire si, et seulement si, −1 est un carré dans Z/pZ. Il
su�t donc d'appliquer la question 1.

4. Montrer qu'un entier naturel n est dans S si, et seulement si, pour
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tout premier p congru à 3 modulo 4, la valuation vp(n) est paire.
Indications : Soit n ∈ N. Supposons que, pour tout premier p congru à 3 modulo
4, la valuation vp(n) est paire. Alors on peut écrire n = m2p1...pr, avec m ∈ N
et p1, ..., pr des nombres premiers contenus dans S. Il existe alors z1, ..., zr ∈ Z[i]
tels que N(z1) = p1, ..., N(zr) = pr. On a alors n = N(mz1...zr), et donc n ∈ S.

Exercice 14 : Entiers de la forme a2 + ab+ b2

S'inspirer de l'exercice précédent pour déterminer l'ensemble T = {a2 + ab+
b2 | (a, b) ∈ Z2}.

Indications : On note ρ = e2iπ/3. On procède exactement de la même manière
que dans l'exercice précédent, en remplaçant A par l'anneau principal B = Z[ρ].
On montre que B est euclidien pour N : a + bρ 7→ a2 − ab + b2, et on montre
qu'un nombre premier est dans T si, et seulement si, il n'est pas irréductible dans
B si, et seulement si, il est congru à 0 ou 1 modulo 3. On déduit que les T est
formé des entiers naturels dont la valuation p-adique est paire pour tout premier
p congru à 2 modulo 3.

Exercice 15 : Les entiers de la forme a2 − 2b2

On cherche à déterminer S = {a2 − 2b2 | (a, b) ∈ Z2}. Pour ce faire, on pose
A = Z[

√
2].

1. Dans cette question, nous allons déterminer les nombres premiers p
tels que 2 est un carré modulo p.
(a) On suppose que p ≡ 1 mod 8. Montrer que −1 est une puissance
quatrième dans Z/pZ. En déduire que 2 est bien un carré modulo p.

Indications : On a (Z/pZ)× ≡ Z/(p− 1)Z. Comme 8|p− 1, on en déduit que ce
groupe possède un élément z d'ordre 8 : c'est une racine quatrième de −1 dans
Z/pZ. On a donc z4 = −1 dans Z/pZ, d'où (z + z−1)2 = 2.

Dans la suite de cette question, on supposera que p est impair.
(b) Soit P ∈ Z/pZ[X] un polynôme irréductible divisant X4 + 1.
Montrer que l'anneau Z/pZ[X]/(P ) est un corps contenant Z/pZ
comme sous-corps et possédant une racine quatrième de −1. On no-
tera k = Z/pZ[X]/(P ) et α une racine quatrième de −1 dans k.

Indications : Comme P est irréductible et Z/pZ[X] est un anneau principal,
Z/pZ[X]/(P ) est un corps. Il contient évidemment Z/pZ comme sous-corps et la
classe de X est une racine quatrièment de −1 dans Z/pZ[X]/(P ).

(c) Véri�er que les éléments x de k véri�ant x2 = 2 sont α + α−1 et
−α− α−1.

Indications : On a α4 = 1, donc (α+ α−1)2 = α2 + α−2 + 2 = 2. On en déduit
que α+ α−1 et −α− α−1 sont des racines carrées de 2 dans k. Comme k est un
corps, ce sont les seules.

(d) Montrer qu'un élément x de k est dans Z/pZ si, et seulement si,
xp = x.
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Indications : Si x ∈ Z/pZ, alors xp = x car (Z/pZ)× est d'ordre p− 1. Comme
le polynôme Xp − X est de degré p, il possède au plus p racines. On en déduit
qu'un élément x de k est dans Z/pZ si, et seulement si, xp = x.

(e) Déduire des deux questions précédentes que 2 est un carré dans
Z/pZ si, et seulement si, p est congru à 1 ou 7 modulo 8.

Indications : Si p est congru à 1 ou à 7 modulo 8, on a (α+α−1)p = αp+α−p =
α + α−1, et donc α + α−1 ∈ Z/pZ. On en déduit que 2 est un carré dans Z/pZ.
Si p est congru à 3 ou 5 modulo 8, on a (α+ α−1)p = αp + α−p = −α− α−1, et
donc α+ α−1 6∈ Z/pZ. Donc 2 n'est pas un carré dans Z/pZ

2. Montrer que l'anneau A est euclidien.

Indications : Soit N : A→ N, a+b
√
2 7→ |a2−2b2|. Soient x, y ∈ A avec x 6= 0 et

y 6= 0. On écrit x
y = c1+ c2

√
2 avec c1, c2 ∈ Q, et on note d1 (resp. d2) des entiers

tels que |d1− c1| ≤ 1/2 et |d2− c2| ≤ 1/2. Alors N(xy − (d1+d2
√
2)) ≤ 3

4 < 1. On
trouve donc q ∈ A tel que N(xy − q) < 1. Par conséquent, en posant r = x− qy,
on a x = qy + r avec N(r) = N(xy − q)N(y) < N(y). Donc A est euclidien.

3. Soit n un entier. Montrer que, si n ∈ S, alors −n ∈ S.
Indications : Soit N ′ : A→ N, a+b

√
2 7→ a2−2b2. Supposons que n ∈ S. Soient

a, b ∈ Z tels que N ′(a+b
√
2) = n. On remarque alors que N ′((1+

√
2)(a+b

√
2)) =

N ′(1 +
√
2)N ′(a+ b

√
2) = −n. Donc −n ∈ S.

4. Quels sont les nombres premiers impairs p qui sont irréductibles dans
A ?

Indications : Comme A est principal, un nombre premier p est irréductible dans
A ssi A/(p) est intègre. Or A/(p) ∼= Z/pZ[X]/(X2 − 2). Cet anneau est intègre
si, et seulement si, 2 n'est pas un carré dans Z/pZ, c'est-à-dire si, et seulement
si, p est congru à 3 ou à 5 modulo 8.

5. En déduire qu'un nombre premier impair p est dans S si, et seulement
si, il est congru à 1 ou 7 modulo 8.

Indications : Si p est congru 1 ou 7 modulo 8, alors p n'est pas irréductible
dans A : on écrit p = xy avec x, y ∈ Z[

√
2] tels que N(x) 6= 1 et N(y) 6= 1. On

a alors N(x) = N(y) = p, et donc p ∈ S. Réciproquement, si p ∈ S, on écrit
p = a2 − 2b2 = (a + b

√
2)(a − b

√
2). On en déduit que p n'est pas irréductible

dans A et donc que p est congru à 1 ou 7 modulo 8.

6. Caractériser S.
Indications : L'ensemble S est constitué des entiers (relatifs) tels que, pour tout
premier p congru à 3 ou 5 modulo 8, la valuation p-adique de n est paire. La
preuve est tout à fait analogue aux questions 1.b) et 4. de l'exercice 13.

7. Soit n ∈ S. Montrer qu'il existe une in�nité de couples (a, b) ∈ Z2 tels
que n = a2 − 2b2.

Indications : Soit z ∈ A tel que N ′(z) = n. On remarque alors que, pour tout
entier m, on a N ′((3 + 2

√
2)mz) = N ′(3 + 2

√
2)mN ′(z) = N ′(z) = n. Il existe

donc une in�nité de couples (a, b) ∈ Z2 tels que n = a2 − 2b2.
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