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TD2 : GENERALITES SUR LES ANNEAUX
ET LES MODULES

Diego Izquierdo

Les exercices 1, 3, 4, 6, 7, 8 ont été traités pendant la séance. Nous avons laissé les
questions 8 de l’exercice 4 et 5 de l’exercice : nous les traiterons au prochain TD. Nous
parlerons dans un TD ultérieur de l’exercice 13.

Exercice 1 (a préparer) : Radical d’un idéal (ex. 15 du TD1)
Soient A un anneau et [ un idéal de A. On appelle radical de I 'ensemble
VI={a€ AFn e N a" € I}.
1. Montrer que v/I est un idéal.
2. Reconnaitre v/A et \/@
3. Soit J un idéal de A. Déterminer si les assertions suivantes sont vraies
ou fausses. Corriger celles qui sont fausses.

(a) VVI=VTI.
(b) VINJT=VInVJ.
() VIJ =TV
(d) VI+T=VI+VI.
4. Montrer que v/T est 'intersection des idéaux premiers contenant I. On

pourra utiliser le lemme de Zorn.
5. Prenons A = Z et [ = NZ. Calculer /1.

Exercice 2 : Idéaux comaximaux
Soient A un anneau et I et J deux idéaux.
1. On suppose que I +J = A. Montrer que I"+ J" = A pour tout n > 0.

Indications : Il existe i € [ et j € J tels que i +j = 1. Du coup, 1 = (i +5)*" =
iio Ck ikj?n=k ¢ [™ + J". Cela montre que I" + J" = A.

2. On suppose que [ + J = A. Soit L un idéal tel que /L C J. Montrer
que L C J.

Indications : Il existe i € I et j € J tels que ¢ + j = 1. Du coup, si on se donne
ze€Llalorse=xi+zjell+JCJ.DoulL CJ.

3. On suppose que I N.J =1J. A-t’on forcément [ +J = A?

’ Indications : Non : il suffit de choisir A = C[X,Y], I = (X) et J = (V).

Exercice 3 (a préparer) : Idéaux premiers
Soit A un anneau.
1. Soient p un idéal premier et Iy, ..., I, des idéaux. On suppose que p
contient [[;_, I. Montrer que p contient I'un des Ij.
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2. Soient [ un idéal et pq, ..., p, des idéaux premiers. On suppose que [
est contenu dans | J,_, ps. Montrer que I est contenu dans 'un des py.

Exercice 4 (a préparer) : Vrai ou faux?
Soit A un anneau.
1. Si a, b et u sont trois éléments A tels que (a) = (b) et a = bu, alors
u€e A*.
2. Si A est intégre, I est un idéal principal et A/I est un anneau principal,
alors A est principal.
3. Dans Z[%ﬁ], l'idéal (3) n’est pas premier, mais il est contenu dans
exactement deux idéaux premiers, qui sont maximaux.

Exercice 5 : Vrai ou faux ? Le retour
Soit A un anneau.
1. Tout idéal du quotient d’un anneau principal par un idéal est principal.

Indications : VRAI : Soient A un anneau principal et I un idéal. Notons
p : A — A/I la projection canonique. Si J est un idéal de A/I, on pose
J = p~1(J). Comme A est principal, il existe x € A tel que J = (z). On vé-
rifie alors immeédiatement que J = (p(z)).

2. La somme de deux idéaux non principaux d’un anneau est soit un
idéal non principal soit I’anneau tout entier.

Indications : FAUX : Dans C[X, Y], la somme des idéaux (X2, XY) et (X2 +
X, XY) est (X).

3. L’idéal (89) est premier dans Z][i].

Indications : FAUX : On a 89 = 52 + 82 = (5 + 8i)(5 — 8i), donc 89 n’est pas
irréductible dans Z[i].

4. L’anneau des nombres décimaux est isomorphe a Z[X]/(10X — 1).

Indications : VRAI : Soit D lanneau des nombres dédimaux. Soit
¢ Z[X] - D, X — %. C’est un morphisme surjectif. Soit K son noyau.
1l est évident que K contient (10X — 1). Réciproquement, soit P € K. En
écrivant la division euclidienne de P par 10X — 1, on voit qu'’il existe R € Q[X]
tel que P = (10X — 1)R. A chaque polynome S € Q[X] de degré d, on peut
associer le polynome S(X) = X%S(1/X). On a alors P = —(X — 10)R. Comme
P € Z[X] et X — 10 € Z[X] est unitaire, on déduit que R € Z[X]. Cela prouve
que R € Z[X] et donc que K = (10X —1).

Remarque : Plus tard dans le cours, on pourra vérifier que R est & coefficients
dans Z plus facilement. En effet, ’anneau Z est factoriel. Du coup, on peut utiliser
le notion du contenu d’un polynome a coefficients dans Z. On a :

ct(P) = ct(10X — 1)ct(R) = ct(R),

et ct(P) € Z. Cela prouve que R € Z[X].
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Exercice 6 : Quotients d’anneaux

Soit k£ un corps.
1. Montrer que la k-algebre k[ X, Y]/(X?—Y?) est isomorphe & k[T?, T3).
2. Montrer que la k-algébre k[X,Y]/(X? —Y) est isomorphe a k[T].
3. Plus généralement, soient a et b deux entiers naturels non nuls. Réaliser

I'anneau k[T?, T°] comme quotient de k[X,Y].

4. Montrer que la k-algébre k[ X, Y]/(XY —1) n’est pas isomorphe a k[T].
5. Reéaliser les anneaux Z[iv/7] et Z[%g] comme quotients de Z[X].

Exercice 7 : Idéaux dans un anneau principal
Soient A un anneau principal et * € A non nul. Montrer que les assertions
suivantes sont équivalentes :
(i) I’élément x est irréductible ;
(ii) lidéal (x) est premier, c’est-a-dire que A/(z) est un anneau intégre ;
(iii) lidéal (x) est maximal, c’est-a-dire que A/(z) est un corps.

Exercice 8 : Idéaux d’un quotient
Soient A un anneau commutatif unitaire et / un idéal.
1. Montrer que les idéaux de A/I sont en bijection avec les idéaux de A
contenant /.
2. Soit J D I un idéal de A. Montrer que A/J est canoniquement iso-
morphe au quotient de A/l par J/I.
3. On dit que I est un idéal premier (resp. maximal) si A/ est intégre
(resp. un corps). Montrer que les idéaux premiers (resp. maximaux) de
A/I sont en bijection avec les idéaux premiers (resp. maximaux) de A
contenant /.
4. Déterminer les idéaux des anneaux suivants :

RIX]/(X?+X+1),R[X]/(X?—6X*+11X—6), R[X]/(X*—1),R[X]/(X?).

Lesquels sont premiers ? Et maximaux ?
5. Combien 'anneau R[X]/(X®(X*—1)) posséde-t’il d’idéaux ? d’idéaux
premiers 7 d’idéaux maximaux ?

Exercice 9 : Un contre-exemple
Soit A un anneau.
1. Supposons A intégre. Rappeler pourquoi, si a et b sont deux éléments
de A tels que (a) = (b), alors il existe u € A* tel que a = bu.

Indications : Si a = 0 ou b = 0, la propriété est évidente. Supposons a # 0 et
b # 0. Comme (a) = (b), il existe u,v € A tels que a = bu et av = b. On a alors
auv = a. Par intégrité, uv =1, et u € A*.




Algebre 2 22/09/2016

Prenons maintenant A = Q[X,Y, Z]/(X —XY Z). On note x, y et z les classes
de X, Y et Z dans A.

2. Vérifier que A n’est pas intégre.

Indications : On a (1 —yz) =0, mais z 0 et 1 —yz # 0.

3. Montrer que (z) = (xy).
Indications : On remarque que z divise xy et xy divise x car zyz = x. Donc
(z) = (zy).
4. Montrer qu’il n’existe pas d’élément u € A* tel que zu = zy.
Indications : Supposons qu’un tel u existe. Soit U € Q[X,Y, Z] un relévement
de u. On a alors X(U —-Y) € (X — XYZ)Q[X,Y,Z]. Donc U - Y € (1 —
YZ)Q[X,Y, Z]. On en déduit qu’il existe H € Q[X,Y, Z] tel que U =Y + (1 —
Y Z)H. Dire que u est une unité dans A équivaut a dire que (U, X — XY Z) =
Q[X,Y,Z].Onadonc (Y+(1-YZ)H,X) = Q[X,Y, Z]. Par ailleurs, on dispose
d’un morphisme surjectif d’anneaux :

0: QX Y, Z] - QT, X —0,Y »T,Z—T.

On en déduit que (T + (1 — T?)H(0,T,T)) = Q[T], c’est-a-dire que T + (1 —
T?)H(0,T,T) € Q : c’est impossible!

Exercice 10 : Corps et idéaux
Soit A un anneau commutatif unitaire.

1. On suppose A intégre et que A posséde un nombre fini d’idéaux. Mon-

trer que A est un corps.

Indications : Soit € A\ {0}. Pour chaque entier naturel n, notons I,, = (z™).
Par hypotheése, il existe n < m tels que I,, = I,,,. Comme A est intégre, on en
déduit qu’il existe u € A* tel que z"u = ™. On en déduit que u = ™™, et
donc que x € A*.
2. On suppose que A posséde un nombre fini d’idéaux. Montrer que tout
idéal premier de A est maximal.

Indications : Soit [ un idéal premier de A. L’anneau A/I posséde un nombre
fini d’idéaux et est intégre. Donc c’est un corps, et I est maximal.

3. On suppose que tout idéal propre de A est premier. Montrer que A

est un corps.

Indications : Soit z € A\ {0}. Si (z%) = A, alors z? est inversible et donc z
’est aussi. Supposons maintenant que (z2) # A. Alors (z2) est un idéal premier,
et donc x € (22) : il existe u € A tel que x = ux?. Or A est intégre, puisque
I’idéal (0) est premier. On en déduit que uz = 1, c’est-a-dire que z est inversible :
absurde! On en déduit que x est inversible et que A est un corps.

Exercice 11 : Idéaux premiers de C([0,1],R)

1. Soient A un anneau et I un idéal de A. Notons J l'intersection des
idéaux premiers de A contenant I. Le but de cette question est de
montrer que VI=.

(a) Montrer que v/T est contenu dans J.
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Indications : Soit = € v/I. Il existe n € N\ {0} tel que 2™ € I. Soit p un idéal
premier de A contenant I. Alors ™ € p, et donc x € p. Cela étant vrai pour tout
p, on en déduit que z € J, et donc que v C J.

(b) Réciproquement, soit a € A\V/I, et considérons £ la famille consti-
tuée des idéaux qui contiennent I mais qui ne contiennent aucune
puissance de a. Montrer que £ posséde un élément maximal (pour
I'inclusion), qui est un idéal premier de A. En déduire que a & J.

Indications : La famille £ est non vide puisqu’elle contient /. De plus, l'inclusion
est un ordre inductif sur £ : en effet, si (I;) est une famille totalement ordonnée
d’éléments de &, alors | J; I; est dans £. Le lemme de Zorn permet donc de conclure
que & posséde un élément maximal Iy. Supposons que Iy ne soit pas premier.
Soient b,c € A tels que be € Iy mais b & Iy et ¢ & Iy. Alors il existe n et m
des entiers naturels tels que a™ € Iy + (b) et a™ € Iy + (¢). On en déduit que
a™t™ ¢ Iy : absurde! Donc I est premier. De plus, a € Iy et I C Iy. Donca & J.

(c) Conclure.

’ Indications : On a VI = J.

Soit C anneau des fonctions continues de [0, 1] dans R.
2. Quels sont les idéaux maximaux de C ? Sont-ils principaux ?

Indications : Notons M, = {f € C | f(z) = 0} pour tout = € [0,1]. C’est
un idéal de C. Et le morphisme d’anneaux ¢ — R, f — f(z) est surjectif, de
noyau M, ; donc M, est maximal. Réciproquement, soit M un idéal maximal de
C. Supposons ;e iz € X|f(z) = 0} = @. Dit autrement, les f~'(R \ {0})
pour f € M sont des ouverts qui recouvrent [0, 1]. Par compacité on extrait une
famille finie f1,..., f, € M vérifiant

RSN USRS A{0) U= U f (RN {0}) = [0,1].

De ce fait, la fonction >, f? est un élément de M qui ne s’annule nulle part
et est donc inversible dans C. Mais alors, M est égal a C, ce qui est absurde.
En conclusion, il existe z € [0,1] tel que l'on ait M C M, ; et on a égalité par
maximalité de M.

3. Soit]z{f:[O,l]—>R|VmEN,1iI%%:O}. Montrer que I = /T
x>

(on dit que I est un idéal radical). L’idéal I est-il premier ?

Indications : Soient f € C et n € N\ {0} tels que " € . Alors lim (%) —0
z—

pour tout m. Donc f € I et I = +/I. L’idéal I n’est pas premier, puisqu’il est
possible de construire f, g € C telles que fg =0 et @ et @ n’ont pas de limite
en 0 (faire un dessin!).

4. En déduire que C posséde des idéaux premiers non maximaux.

Indications : Supposons que tous les idéaux premiers de A soient maximaux.
Alors d’aprés la question 1., I serait une intersection d’idéaux maximaux. Mais
le seul idéal maximal contenant I est My, et I #% My. Absurde!

Exercice 12 : Lemme de Schur
Soit A un anneau. Un A-module est dit simple s’il est non nul et ne posséde
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pas de sous-module propre non trivial.

1. Prouver que tout module simple est isomorphe & un A/m ot m est un

idéal maximal de A.

Indications : Soit M un A-module simple. Soit m € M. Alors Am = M. Donc
le morphisme de a-modules f: A — M,a +— am est surjectif. Soit I son noyau :
c’est un idéal de A. On en déduit que M est isomorphe & A/I. Comme M est
simple, cela impose que A/I n’a pas d’idéaux autres que (0) et (1) : donc A
n’a pas d’idéaux contenant I autres que I et A. Par conséquent I est un idéal
maximal de A.
2. Montrer que tout morphisme f : M; — M, entre deux A-modules
simples est soit nul, soit un isomorphisme.
Indications : Soit f : M} — Ms un morphisme de A-modules simples. Soient
Ni sont noyau et Ny son image. Comme M; est simple, Ny = 0 ou N; = M.
Comme Mj est simple, Ny = 0 ou Ny = M. Dans tous les cas, on trouve que f
est soit nul, soit un isomorphisme.

Exercice 13 : Sous-module de torsion
Soit A un anneau. Soit M un A-module. On dit qu’un élément x € M est de
torsion s’il existe a € A non nul tel que az = 0. On note M,,, I’ensemble des
éléments de torsion de M. On dit que M est sans torsion si M;,, = 0.
1. Montrer que M, est le plus petit sous-module de M tel que M /My,
est sans torsion.
2. Le sous-module M;,, a-t’il toujours un supplémentaire dans M ?

Exercice 14 : Sous-groupes du groupe des racines de ’unité
Faire la liste des sous-groupes du groupe des racines de 'unité dans C*.

Indications : Soit U le groupe des racines de 'unité. Soit V' un sous-groupe. Les
groupes U et V sont de torsion. On a donc :

U=Euin,

V=PV,

et pour chaque premier p, V{p} est un sous-groupe de U{p}. Soit p un nombre
premier. On vérifie aisément que, pour tout r > 1, si V{p} posséde un élément
d’ordre p", alors V{p} contient U[p"]. On en déduit que V{p} = U{p} ou V{p} =
Ulp"] = ppr pour un certain r > 0. Par conséquent, les sous-groupes de U sont
donc les B, V), avec V}, = U{p} ou V), = pipr» pour un certain r;, > 0.

Exercice 15 : Chasses au diagramme
1. Soit A un anneau. Soient f: M — N et g : N — P des morphismes
de A-modules. Montrer qu’il existe une suite exacte :

0 — Ker(f) — Ker(gof) — Ker(g) — Coker(f) — Coker(gof) — Coker(g) — 0.
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2. On considére un diagramme commutatif de A-modules & lignes exactes :
My M, M M, M5
lfl lf2 lf:’, lﬁx lfs
Ny N, Ns Ny Ns.

On suppose que les morphismes f1, fo, f1, f5 sont des isomorphismes.
Montrer que f3 est un isomorphisme.

Exercice 16 : Déterminant
Soient R un anneau et n un entier naturel non nul. Soit f : R* — R" un
morphisme de R-modules. Soit A la matrice de f dans la base canonique de
R™.
1. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f est surjectif;

(i) f est un isomorphisme;

(iii) det(A) € R*.

Indications : Les implications (#i7) = (#4) = () sont évidentes. Supposons (i)
et notons (eq,...,e,) la base canonique de R™. Soient x1,...,z, € R" tels que
f(z;) = e; pour chaque i. Soit g : R™ — R™ e; — z;. On a alors fog = Id.
Par conséquent, en notant B la matrice de g, on a det(A)det(B) = 1, et donc
det(A) € R*. Cela prouve aussi que f est un isomorphisme.

2. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) f est injectif;
(ii) det(A) n’est pas un diviseur de 0 dans R.

Indications : La formule !Com(A)A = det(A4)I, montre que (i) = (i). Sup-
posons maintenant (i). Supposons que det(A) est un diviseur de 0 dans R. Soit
b € R non nul tel que bdet(A) = 0. Soit N une sous-matrice carrée de taille
maximale de A telle que bdet(N) # 0. Soit r la taille de N. Comme f est injectif,
r > 1. Quitte & réordonner les lignes et les colonnes de A, on peut supposer que NV
est situé en haut & gauche de A. En notant A = (a;;), on considére pour chaque
i €{1,...,n} la matrice :

ar,1 .- Alpr41
A; =

L O |

(£ R T |

On vérifie alors que bdet A; = 0 pour tout i. Par conséquent, pour chaque i, en
développant par rapport & la derniére ligne, on a bZ}:i(—l)J a; ji; = 0 ol p;j
désigne le mineur correspondant au coefficient de position (r+1, j). Cela montre
que le vecteur (—bpui,busa,...,(—1)" b, 41,0, ...,0) est dans le noyau de f. Or

bur41 # 0 : absurde! Donc det(A) n’est pas un diviseur de 0 dans R.

Exercice 17 : Le groupe Z" n’est pas abélien libre
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On considére le groupe abélien M = ZN. Le but de cet exercice est de montrer
que M n’est pas abélien libre. On procéde par I'absurde en supposant que
M admet une base B. Pour n € N, on note e, I’élément de M dont tous
les termes sont nuls, sauf le n-éme qui vaut 1. On écrit alors e, comme
combinaison linéaire d’une partie finie B,, de B, et on note N le sous-groupe
de M engendré par les éléments de |, . Bn.

1. Soit S = {(€,n))nen | €, € {—1,1}}. Montrer qu’il existe s € S tel que

s & N.

Indications : Le groupe N est infini dénombrable alors que S ne I’est pas. Donc
il existe s € S tel que s € N.

2. Montrer que, pour chaque k& € N* il existe y € M/N tel que 5 = ky.

Indications : Notons s = (e,n!)nen. Comme e, ..., ex—1 sont dans N, on re-
marque que 3 coincide avec la classe de (6,n!)pen 00 0, =0sin < ket d, =¢,
sinon. On voit immédiatement que (J,n!),en est multiple de k dans M, ce qui
acheéve la preuve.

3. En déduire une contradiction.

Indications : Le groupe abélien M /N est libre, mais posséde un élément divisible
non nul!

Exercice 18 (culturel) : Sous-groupes d’un groupe abélien libre
Dans cet exercice, nous allons montrer que tout sous-groupe d’un groupe
abélien libre est abélien libre. Considérons donc A un groupe abélien libre,
et soit X une base de A. Soit Ay un sous-groupe de A. Soit £ 'ensemble des
triplets (Y, B, ®), ot Y est une partie de X telle que Ay N AY) est abélien
libre, B est une base de 49N AY) et ¢ : B — X une injection. Si (Y, B, ¢)
et (Y, B',¢') sont deux éléments de &£, on dira que (Y, B,¢) <X (Y, B, ¢') si
Y CY', BC B et ¢ =¢|g. Cela définit une relation d’ordre sur £.

1. Montrer que £ posséde un élément maximal pour <.

2. En déduire que Aj est abélien libre.
Nous allons maintenant appliquer ce résultat pour montrer que le groupe
ZN n’est pas abélien libre par une méthode différente de celle de I’exercice
19. Pour chaque entier z, on note vy(x) la valuation 2-adique de z (avec la
convention v,(0) = 400).

3. Soit N le sous-groupe de Z"N constitué des suites (z,)nen telles que

lim wvy(x,) = +oo. Montrer que N/2N est un Z/2Z-espace vectoriel

n—-+oo
de dimension dénombrable.

4. En déduire que Z" n’est pas abélien libre.



