Analyse fonctionnelle
TD n°3

THEOREMES DE HAHN-BANACH - CONVEXITE

Séance du 18 février 2019

Exercice 1.  Echauffement : théoréme de Hahn-Banach (forme géométrique)

1. Montrer que dans un espace vectoriel topologique localement convexe séparé E, tout sous-espace
F fermé strict dans E est inclus dans un hyperplan fermé.

2. Soit B := {zx = (z1,...,2,) € R Vi € [1,n],|z;| <1}, et A:={e = (e1,...,en) € R Vi €
[1,n],|eil = 1}. Montrer que B = co(A).

*

Exercice 2. Application du critére dual de densité

1. Soit p € [1, +o0]. Soit (ak)ren une suite d’élements de | — 1, 1] deux & deux distincts, et tendant
vers 0. Pour n € N, on pose u*(n) = (o)™ Montrer que les suites u*, pour k € N, engendrent un
sous-espace V' dense dans P(N).

2. Pour @ > 1, on note f, : € [0,1] — - dans C°([0,1]). Soit (ay)nen une suite de réels

Tr—a

vérifiant a,, > 1 pour tout n € N, et a,, — +00. Montrer que W := Vect{ f,, | n € N} est dense dans
([0, 1), 11 - [loo)-

*

Exercice 3. Théoreme de Hahn-Banach en dimension finie

1. Soit d > 1, C un convexe quelconque de R? et 2 € R\ C. Montrer qu'il existe un hyperplan
affine fermé séparant x et C' au sens large.

Indication : On pourra distinguer le cas * ¢ C et z € C \ C. Dans le deuxiéme cas, on essayera
d’approcher 2 par une suite (x,), d’éléments de R%\ C.

2. Trouver un contre-exemple en dimension infinie.
*

Exercice 4.  Espaces LP, p €]0,1]
Soit p €]0,1[. Sur L?([0,1]) = {f mesurable ; [\ |[f[? < +oo}, application f € LP([0,1]) +

1
( fol lf |p> " ne définit plus une norme, on introduit donc la distance

1
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1. Montrer que d définit une distance sur LP(]0, 1]).

2. Soit V' un voisinage ouvert de 0, que ’on suppose convexe. On veut montrer que V' = LP(]0, 1]).
Soit donc f € LP([0,1]), et un entier n > 1.

(a) Montrer qu'il existe des points 0 = zp < 21 < -+ < z,, = 1 tels que :

vieln-1l, [ ir=r [l

i
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(b) On définit g7'(7) 1= nf(2) Loz, wp00)-
3. En déduire que LP([0,1])* = {0}.

En utilisant g;*, montrer que f € V.

Exercice 5.  Espaces P, p €]0,1]

Soit p €]0,1[. On s’intéresse a l'espace P(N) = {u = (Un)neN; D pen [Un|P < 400}, Pour p < 1,
I'application u € P(N) — (> ]un|p)1/ P e R, ne définit plus une norme. On définit donc une distance
d sur (P(N) de la fagon suivante : pour u,v € (P(N),

d(u,v) := Z [tn, — vp |P.

1. Montrer que d munit /(N) d’une structure d’espace vectoriel métrique complet.

2. Soit ¢ €]1 — 1/p,0[. Pour k € N, on introduit la suite u* définie par u*(n) = 0y, (1 + k)9. On
note K = {O,uo, ul, uz, ...}. Montrer que K est compact, mais que son enveloppe convexe n’est pas
bornée. Montrer que (¢P(N), d) n’est pas localement convexe.

3. Montrer que (/P(N))* = ¢>°(N).

Exercice 6. Limite de Banach
On se place dans (*°(N). Soit S, 'opérateur de décalage a gauche : Sg(ug, ui,ug,...) := (u1,u,...).
Le but de cet exercice est de démontrer I'existence d’une forme linéaire continue A sur £°°(N), appelée
ltmite de Banach, qui satisfait les deux conditions suivantes :
ASqu = Au
liminf, s o up < Au < limsup,, . o Unp.
En particulier, si u converge, Au = lim u.
1. Pour u € ¢°°(N), on définit les formes moyennes suivantes :
up + -+ Un
A(u)= ———.
n() n+1
Soit p : u € £°(N) — limsup,,_,, ., An(u). Montrer que p est bien définie et satisfait p(u + v) <
p(u) + p(v) pour tout u,v € £>°(N), et p(Au) = Ap(u) pour tout A > 0.
2. Prouver l'existence de la limite de Banach. On pourra introduire 'espace des suites Cesaro-
convergentes.

3. La limite de Banach est-elle unique ?
*

Exercice 7. Adhérence de la sphére unité pour la topologie faible

Soit E un espace vectoriel normé de dimension infinie. On va montrer que I’adhérence faible de la
sphére unité S := {x € E,||z|| = 1} est la boule B :={z € E, ||z| < 1}.

1. Montrer que la topologie faible o(FE, E*) est séparée.

2. Montrer que tout voisinage pour la topologie faible de F contient une droite.

3. Soit zp € E tel que ||zo|| < 1. Montrer que tout voisinage faible contenant z¢ intersecte S.

4. En utilisant le théoréeme de Hahn-Banach, montrer que B est fermé pour la topologie faible.
Conclure.
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