
Td n◦ 3 d’Analyse fonctionnelle

Distributions et convolution

Séance du 29 février 2010

Exercice 1. Support et ordre
Soit u l’application linéaire sur D(R) définie par :

u(φ) = lim
n→∞

(
n∑
i=1

φ

(
1

i

)
− nφ(0)− log(n)φ′(0)

)
.

1. Montrer que u(φ) est bien définie, et que u est une distribution d’ordre au plus 2.
2. Quel est le support S de u ?
3. On considère une suite d’élément φk de D(R) satisfaisant φk ∈ D(] 1

k+1 , 2[), 0 ≤ φk ≤
1/
√
k et φk|[ 1

k
,1] = 1/

√
k. à l’aide des φk, montrer que quelque soit p ∈ N, on ne peut

obtenir aucune majoration du type :

|u(φ)| ≤ C
p∑
i=0

sup
x∈S
|∂iφ(x)|.

4. Quel est l’ordre de T .
Indication : On pourra considérer des fonctions du type ψk = ψ(x)

∫ x
0

∫ y
0 φ(kt)dtdy, où

φ ∈ D(]0, 1[) d’intégrale 1, et ψ ∈ D(]− 1, 2[) est telle que ψ(x) = 1 pour x ∈ [0, 1].

?

Exercice 2. Distributions qui sont régulières
1. Soient Ω un ouvert de Rn, T ∈ D′(Ω) et 1 < p <∞. On suppose que :

sup
φ∈D(Ω)\{0}

|T (φ)|
‖φ‖Lp

<∞.

Montrer que T s’identifie à une fonction de Lq avec 1
p + 1

q = 1.

2. Soit T ∈ D′(]0, 1[), tel que T ′ s’identifie à une fonction de L2(]0, 1[). Montrer que T
s’identifie à une fonction u ∈ L2(]0, 1[). En déduire que que u ∈ C0([0, 1]).

3. T ∈ D′(R) telle que T ′ s’identifie à une fonction f continue. Montrer que T est
s’identifie à une fonction g ∈ C1 et que g′ = f .

4. Soient a ∈ C∞(R), u ∈ D′(R) et f ∈ C(R), tels que au sens des distributions, on
a : u′ + au = f. Montrer que u ∈ C1(R) et donc que l’équation précédente à lieu au sens
classique.

?

Exercice 3. Petits calculs de convolutions

Cécile Huneau 1 FIMFA 2011/2012



1. Expliquer pourquoi il est possible de convoler une distribution à support compact
avec une distribution quelconque.

2. Trouver une distribution H ∈ D′(R) telle que :

∀f ∈ D(R), (H ∗ f)′ = f.

H est la fonction de Heaviside. Trouver un équivalent en dimension supèrieure.
3. Calculer les convolutions suivantes (après en avoir justifié l’existence) :

δa ∗H, δ′ ∗ 1, (xmδ
(n)
0 ) ∗ (xpδ

(q)
0 ), (1[a,b] ∗ 1[c,d])

′′,

T ∗ 1, T ∗ exp, où T ∈ E ′(R).

4. Comparer (1 ∗ δ′) ∗H et 1 ∗ (δ′ ∗H). Qu’en conclure ?
5. Trouver u ∈ D′(R) telle que u ∗ 1[0,1] = δ0.

?

Exercice 4. Equations différentielles
On appelle solution fondamentale d’une équation différentielle linéaire inhomogène∑

k

ak(t)y
(k)(t) = f(t)

une distribution u telle que
∑

k aku
(k) = δ0. On en déduit alors une solution pour f(t), en

considérant u ∗ f (si c’est possible).
On introduit D′+ = {u ∈ D′(R)| Supp(u) ⊂ R+}.
1. Expliquer pourquoi il est possible de convoler deux distributions de D′+. En déduire

que D′+ forme une algèbre commutative pour ∗, d’élément neutre δ0.
On notera u∗n la n-ième puissance de u, pour n ∈ N (n ∈ Z si u est inversible).
2. Montrer que pour tout λ ∈ C, δ′0 − λδ0 est inversible, et que :

(δ′0 − λδ0)∗−1 = H(t)eλt.

(H = 1x≥0 est la fonction de Heaviside).
3. Montrer que pour n ∈ N∗ :

(δ′0 − λδ0)∗−n = H(t)
tn−1eλt

(n− 1)!
.

4. En déduire que toute équation différentielle linéaire à coefficients constants admet
une solution fondamentale dans D′+.

?
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