3 Martingales! (théoréme d’arrét)

Exercice 3.1 (Une trivialité). Soit (M,,),>0 une martingale par rapport a une filtration (F,)n>o0-
On note pour n > 0, G, = o(Mo, ..., M,) la filtration canonique associée a la martingale (M,,).
Montrer que (M,,) est une martingale pour la filtration (Gy,).

Exercice 3.2 (A la péche aux martingales). Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires indé-
pendantes identiquement distributées telles que P(X; = 1) = P(X; = —1) = 1/2. Pour n > 0,
on note Fp, = (X1, Xo,..., X)) (Fo = {2,02}) et on pose

Montrer que (Sy,)n,>0 est une martingale pour la filtration (Fp,)n>0-
Montrer que (S2 — n),>o est une martingale pour la filtration (F,)n>0-

Montrer que (S2 — 3n.S,,),>0 est une martingale pour la filtration (F,),>0.

- D=

Devinez 2 un polynéme P(z,y) de degré 4 en x et de degré 2 en y tel que (P(Sp,n))n>0
soit une martingale pour la filtration (Fy,)n>0-

5. Plus généralement montrer que si P est un polynéme de deux variables alors (P(Sy,n))n>1
est une martingale pour la filtration (F,)n>0 si et seulement si pour tout s,n € Z4 on a

P(s+1,n+1)+ P(s—1,n+1)=2P(s,n).

6. Soit A € R. Trouver un £ € R tel que (exp(AS,, —&n))n>0 soit une martingale pour (Fy,)n>0-

Exercice 3.3. Soit 7' un temps d’arrét pour une filtration (F,),>0. On suppose qu’il existe
€ > 0et N € N* tels que pour tout n > 0, on a

P(T<n+N|F,) >e p.s.
Montrer que T est fini presque stirement et que E[T] < co.

Exercice 3.4. Soit (X,,)n,>1 une suite de variables aléatoires iid sur (2, F,[P) dont la loi est
déterminée par
PX,=1)=pet PX,=-1)=1—p

avec p €]0,1[\{1/2}. Soient K et N deux entiers tels que 0 < K < N. On pose Sp = K,
Spn =K+ X1+4+...+4 X, pour n > 1, Tp = inf{n > 0,5, = 0}, Ty = inf{n > 0,5, = N},
T =Ty ATy et pour tout n > 0,
S,
1 _ n
M, = (p) .
p

1. Montrer que (My),>0 est une martingale.

2. En considérant la martingale arrétée (Mpa7)n>0, calculer P(T = Tp) et P(T' = Tn).

1. Dans I’encyclopédie du cheval : courroie du harnais qui s’oppose a 1’élévation exagérée de la téte du cheval.
2. wS + o€ + yixd — Px = (¢ ) 19y8E09 N9VEO(q 200V : sarogdSl



Exercice 3.5 (Une réciproque du théoréme d’arrét.). Soit (X),>0 un processus sur un espace
de probabilité filtré (Q, F, (F,)n>0, P) intégrable et adapté. Montrer que, sil’on a E(X;) = E(Xj)
pour tout temps d’arrét borné 7, alors (X, )n>0 est une martingale.

Exercice 3.6 (Une autre version du théoréme d’arrét.). Soient (X,,)n>0 une martingale sur un
espace de probabilité filtré (Q, F, (Fn)n>0) et T un temps d’arrét vérifiant
P(T < +o00) =1, E(|X7]) < oo et E(|Xp|li7sny) — 0.

n—-+o00

L. Montrer que E(|X7|1{75,3) — 0.

n—-4o0o

2. Montrer que E(|X7pn, — X7[) — 0.

n—-+00

3. En déduire que E(X7) = E(X)).

Exercice 3.7. *) Soit (Xn)n>0 une martingale. On suppose qu’il existe M > 0 tel que p.s. pour
tout n > 0 on ait | X, 11 — X,,| < M. Montrer alors que 'on a presque stirement ’alternative
suivante : soit X, converge, soit liminf X,, = —oo et limsup X,, = +o0.

Exercice 3.8 (Le singe tapant Moliére (tiré du livre de D. Williams)). Un singe est assis devant
une machine & écrire et commence & taper une lettre par seconde. Il tape & chaque fois indépen-
damment une lettre choisie au hasard parmi les 26 lettres de ’alphabet. On se demande au bout
de combien de temps (en espérance) le singe aura tapé le mot “ABRACADABRA”. Pour cela
on va définir (en rusant) une martingale. On suppose que le singe a juste a coté de lui un sac
rempli de beaucoup beaucoup de piéces de 1€ et aime faire des jeux stupides. On joue alors au
jeu suivant : juste avant chaque seconde n = 1,2, 3,... un joueur arrive derriére le singe et parie
1€ avec lui sur I’événement

{la niéme lettre tapée par I'animal est un “A”}.

Si il perd, il part (et le singe met 1€ dans son sac). Si il gagne, il recoit 26€ du singe qu’il remise
immédiatement sur ’événement

{la n + liéme lettre tapée par 'animal est un “B”}.

Si il perd, il part. Si il gagne, il recoit 26%€ (¢a commence & faire hein ?) qu’il remise immédia-
tement sur ’événement

{la n + 2iéme lettre tapée par 'animal est un “R”}.

Et ainsi de suite jusqu’a ce que “ABRACADABRA” sorte de la machine, on notera T' ce temps
d’arrét. Notez qu’il peut y avoir jusqu’a trois joueurs en train de miser derriére le singe...

1. Montrer que argent dépensé par le singe (en valeur algébrique!) jusqu’au temps n est une
martingale.

2. En déduire
E[T] = 26! 4 26 + 26.

3. Refaire le méme exercice en remplagant “ABRACADABRA” par “ABCDEFGHIJK”. Com-

mentez.



