PROCESSUS STOCHASTIQUES - TD 4
MARTINGALES - TEMPS D’ARRET

Exercice 1 (Une trivialité).

Soit (My,)n>0 une martingale par rapport a une filtration (F,,),>0. On note pour n > 0, G,, =
(Mo, ..., My,) la filtration canonique associée a la martingale (M,,). Montrer que ()/,,) est une
martingale pour la filtration (G,,).

Correction : On remarque que G,, C F,, et donc
E[Mpy1 | Gn] = E[E[Mps1 | Fo] | Gn] = E[My | Gn] = M.

Exercice 2 (A la péche aux martingales).

Soit (X;)i>1 une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées telles
que P(X; = 1) = P(X; = —1) = 1/2. Pour n > 0, on note F,, = o(X1,X2,...,X,) (Fo =
{2,Q}) et on pose

1. Montrer que (Sy)n>0 est une martingale pour la filtration (F,,)n>0.
2. Montrer que (S2 —n),>0 est une martingale pour la filtration (F,),>0.
3. Montrer que (83 — 3nS,)n>0 est une martingale pour la filtration (F,),>0.

4. Devinez un polynéme P(z,y) de degré 4 en z et de degré 2 en y tel que (P(S,,, n))n>0 soit
une martingale pour la filtration (F,),>0.

5. Plus généralement montrer que si P est un polyndme de deux variables alors (P(Sy,n))n>1
est une martingale pour la filtration (F,,),>0 si pour tous s,n € Zon a

P(s+1,n+1)+ P(s—1,n+1)=2P(s,n).

6. Soit A € R. Trouver un ¢ € R tel que (exp(AS,, —&n))n>0 soit une martingale pour (Fy,)n>0.
Correction :
1. Celui-ci est évident.
2. Dans tout le reste de 1’exercice, on va utiliser le fait que P[S,+1 = Sy, + 1] = P[Sp41 =
Sp—1]=1.
2 1 2 1 2 2
E[S; 1 — (n+1)|F,] = §(Sn+1) +§(Sn— 1) —n—-1=5;—n.

3. méme démonstration
4. méme démonstration avec P(S,,n) = St — 6nS2 — 3n? — 2n.

5. méme démonstration



6. il faut prendre £ = In(cosh()\)).

Exercice 3.
Soit 7" un temps d’arrét pour une filtration (F,,),>0. On suppose qu’il existe ¢ > 0 et N € N*
tels que pour toutn > 0, on a

P(I'<n+ N |F,) >¢e, bp.s.
Montrer que T est fini presque stirement et que E[T] < oc.
Correction : On montre par récurrence sur £ > 0 que
P(T > kN) < (1 —e)k.
C’est vrai pour k =0 etona
P(T > (k+1)N) = E[lrsinvlrsginn]
= E[l75xnvE [1r>pnvin | Finl]

E[17sin(1 —€)]
(1 _ g)k—&-l’

VARVAY

par hypothese de récurrence. On en déduit aisément que E[T] < oo et en particulier que 7" est
presque stirement fini.

Exercice 4.
Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires iid sur (€2, 7, P) dont la loi est déterminée par

PX,=1)=pet P(X,,=-1)=1—p

avec p €]0,1[\{1/2}. Soient K et N deux entiers tels que 0 < K < N. On pose S; = K,
S, =K+Xi1+...+ X, pourn > 1,7y = inf{n > 0,5, = O} Ty = inf{n > 0,5, = N},
T:TO/\TNetpourtouthO
S
1_ n
M, = <p> .
p

1. Montrer que (M,,),>0 est une martingale.
2. En considérant la martingale arrétée (M,a1)n>0, calculer P(T' = Ty) et P(T = Ty).
Correction : Corrigé page 184 du poly de J.E. Le Gall.

Exercice 5 (Deux transformations de martingales.).
On se place sur I'espace (2, F,P), muni de la filtration (F,)nen.

1. Soit ¢ : R — R, une fonction convexe, et soit (X, ),en un processus adapté (i.e. X, est
Fn-mesurable pour tout n), tel que E[¢(X,,)] < oo pour tout n € N. Montrer que si (X,,)
est une martingale, alors (¢(X,)) est une sous-martingale. Montrer que si (X,,) est une
sous-martingale et si ¢ est croissante, alors (¢(X,,)) est une sous-martingale.



2. On dit qu'un processus (H,),>1 est prévisible si, pour tout n > 1, H,, est ,,_;-mesurable
(Attention, parfois prévisible recouvre en plus la notion de bornitude, pas ici). Soit (X, )nen un
processus adapté et (H,),>1 une famille prévisible et bornée. On pose (H ® X )y = 0 et
pour toutn > 1,

(H o X), = Hi (X1 — Xo) + Hy(Xs — X1) + . + Hp(Xp — Xn_1).

Montrer que si (X,,) est une martingale, alors ((He.X),,) est aussi une martingale. Montrer
que si (X,,) est une surmartingale (respectivement sous-martingale), et si H,, > 0 pour
toutn > 1, ((H e X),) est une surmartingale (respectivement sous-martingale).

Correction :

1. La mesurabilité par rapport a F,, et I'intégrabilité de ¢(X,,) sont triviales dans les deux
cas pour tout n. Or par l'inégalité de Jensen pour les espérances conditionnelles, pour
toutn € N,ona

E[p(Xn+1)|Fn] = H(E[Xp 41| Fn]) -

Dans le premier cas on conclut car E[ X, 1| F,] = X, p.s., et dans l'autre cas car E[ X, 1| F,] >
X, et ¢ est croissante.

2. On vérifie facilement dans les deux cas que, pour tout n € N, (H e X),, est intégrable (car
les (X;) sont intégrables et les (H;) sont bornés) et mesurable par rapport a F,, (car les
(X;) sont adaptés et les (H;) sont prévisibles). Il suffit donc de regarder, pour tout n € N,
le signe de

E[(H  X)n+1 — (H @ X)n|Fn],

si cette variable est nulle p.s. alors ((H e X),) est une martingale, si elle est positive c’est
une sous-martingale, et si elle est négative c’est une surmartingale. Or (H ® X),, 11 — (H ®
X)n = Hp1(Xny1 — Xp,) et puisque H,, 1 est F,-mesurable on a

E[Hn+1(Xn+1 - Xn)’]:n] = Hn+1E[Xn+1 - Xn|fn] .

Le résultat tombe alors immédiatement suivant les hypotheéses sous lesquelles on se place
(que ce soit E[X,, 11— X, | F] =0, E[X 41 — X, | Fn] < 0etHyy1 > 00uE[X,q1—X,|Fp] >
0 et Hn+1 > 0)

Exercice 6.
Trouver un processus (M, )n>0 avec E[|M,|] < oo pour tout n et tel que E[My41 | M,| = M,
sans que (MM,,) soit une martingale.

Correction : On considere une marche aléatoire simple démarrant de 0 avec des pas indépendants
+1 mais au premier retour en 0 la marche est obligée de faire le méme pas que son tout premier.

Exercice 7 (Une réciproque au théoreme d’arrét).
Soit (X, )nen un processus sur (w, F, F,,PP), intégrable et adapté. Montrer que si pour tout
temps d’arrét borné 7 on a E[X;] = E[X)], alors X, est une martingale.

Correction : Le processus (X,,) est intégrable et adapté, donc il suffit de montrer que pour
tout n, E(X,,11|F,) = X,,. Par la caractérisation de I"espérance conditionnelle, il suffit donc de
montrer que pour tout n et pour tout A € 7,,, on a

E(Xni1l4) = B(X,14). (1)



Le seul outil en notre possession étant les temps d’arrét, on va essayer d’en trouver qui sont
adaptés a notre probleme.
On se fixe n € Net A € F,,. D'une part, si on considere le temps d’arrét constant 7 = n, on
obtient
E[X,] = E[X;] = E[Xo].

D’autre part, pour un temps d’arrét 7 quelconque, on en déduit que
E[X,] = E[Xo] = E[X,].

Etant donné qu’on veut montrer (1), il semble naturel de chosir 7 tel que X, s’exprime en terme
de X,,, X,,11 et 1 4. Si on choisit

T = nlge + (n+1)14,
ona X; = X,14c+ X,,411 4 et donc
E[Xn]lAc + Xn+1]1A] = E[Xn] ,

ce qui implique bien ( | ( |
E Xn+1]lA = E(X,14 )

et permet de conclure.

Exercice 8 (Une autre version du théoreme d’arrét.).
Soient (X}, )»>0 une martingale sur un espace de probabilité filtré (Q, F, (F;,)n>0) et T un temps
d’arrét vérifiant

P(T < +00) = 1, E(|X7|) < 00 et B(|Xn|Izsn) — 0.

n—-+00

1. Montrer que E(|X7|1{7r>ny) — 0.

n—-+o00

2. Montrer que E(|X7r, — X7|) — 0.

n—-+oo
3. En déduire que E(X7) = E(X)j).
Correction :

1. Le temps d’arrét T est fini p.s. et | X7| aussi donc
p-s.
‘XT‘H{T>n} njgo 0.

Or [ X7|lpspny < [X7| et E(JX7|) < +o00. Ainsi, le théoreme de convergence dominée
entraine le résultat.

2. Ona

E(|Xran — X7]) = E (| X0 — X2|lirsny) < E(Xn|Lirsny) + E(1 X7 Lipsny) -

Le terme de droite de cette équation tend vers 0 quand n tend vers l'infini d’apres la
deuxiéme hypothese et la question 1., on a donc le résultat.
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3. Pour tout n € N, E(X7p,)=E(Xo) car (X7an)nen est une martingale (ou de maniere
équivalente par le théoréme d’arrét appliqué au temps d’arrét borné 7' A n). La ques-
tion 2. implique la convergence

E(XT/\TL) — E(XT)7

n—oo

donc E(X7) = E(Xj).



