Td n° 4 d’Analyse fonctionnelle

OPERATEURS COMPACTS — ESPACES DE HILBERT

Séance du 6 Mars 2015

Exercice 1.  Opérateurs a noyauz
Soit (X, p) et (Y,7n) deux espaces mesurés et k € L?(X x Y, x n). Pour tout f €
L2(Y,n), on définit

Tﬂmzlﬁwwﬂwmw.

1. Montrer que T : L?(Y,n) — L?(X, i) est continu et compact.

2. On suppose que X =Y et que I'unique solution de ’équation

ﬂmzﬂﬁwwﬂwmw

est la solution triviale, f = 0. Montrer que pour tout g € L?(X, ) il existe une unique
solution f € L?(X, i) de I’équation

@) = gta) + [ k) f@)into).
3. En déduire que pour tout g € L?([0,1]), il existe un unique f € L%([0,1]) tel que

f@ﬂ—g@%+éxﬂﬂﬁ-

*

Exercice 2. Convergence faible dans un Hilbert
Soit H un espace de Hilbert séparable et (e,)n>1 une base hilbertienne.

1. Montrer qu’une suite bornée (z,) converge faiblement si et seulement si pour tout
D, (ep|zn) admet une limite (dans R) quand n — oco. En déduire que e,, — 0.

2. Quelle est 'adhérence faible de la sphére unité $ = {x € H|||z|| =1} 7

3. On considére F' = {e,, + me,|m,n > 1}. 0 est-il dans "adhérence séquentielle faible
de F' 7 Et dans I’adhérence séquentielle faible de I’adhérence séquentielle faible de F' 7 Qu’en
conclure ?

*

Exercice 3. Opérateurs de Hilbert-Schmidt
Soit H un espace de Hilbert séparable. On dit que T' € L£(H) est un opérateur de
Hilbert-Schmidt s'il existe une base hilbertienne (e,,) de H telle que > || Te,|* < occ.

1. Soit (fp) une base hilbertienne de H. Montrer que

ST Sl =D 1 Tenl
P n
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En déduire que pour toute base hibertienne (é,,) de H,
D NTenl* =" |ITeal
m n

On note cette quantité |73
2. Montrer qu’'un opérateur de Hilbert-Schmidt est compact. Que dire de la réciproque 7

3. On suppose que H = L?(Q) avec  un ouvert de R%. Soit K : © x © — R une
fonction L?(€2 x Q). On définit

(Tif)w) = [ K.y
Montrer que pour toute base hilbertienne (e,,) de L?(£2) on a

1K 720x0) = D ITkenl 720

4. Montrer qu'un opérateur de Hilbert-Schmidt sur L?(Q) s’écrit de maniére unique
sous la forme Tk .

Exercice 4. Théoréme de Krein-Rutman

Soit E un espace de Banach, et soit C' un cone convexe de sommet 0 (pour tout z,y € C
et A\, >0, Az + py € C). On suppose C fermé, d’'intérieur non vide et C N (—C) = {0}.
Soit T' un opérateur compact tel que T'(C \ {0}) C Int(C). On fixe u € IntC.

1. Montrer qu’il existe a > 0 tel que pour tout x € C,

|l + ul| > «a.

2. Montrer qu’il existe r > 0 tel que Tu — ru € C.
3. On suppose qu'il existe z € C et A tel que T'(x + u) = Az. Montrer que A > r.
Indication : On pourra montrer que pour tout n, (%)n r—ueC.

4. En utilisant le théoréme du point fixe de Schauder, montrer qu’il existe z € C tel
que
T(z + u) = [|lz + ullz.

5. En appliquant le méme processus & eu, et en faisant tendre e vers 0, montrer qu’il
existe zg € C'\ {0} et pp > 0 tels que

T(LL’()) = UOZXQ-

6. Soit z € C'\ {0} tel que T'(x) = px. Montrer que u = py et x = mxy.
Indication : On pourra montrer qu’il existe 3 telle que zg — pz € C pour 0 < p < S et
xo — px ¢ C pour p > 5.

7. Soit x € FE tel que T'(z) = px. Montrer que p < py.

*
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