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OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS

Séance du 24 octobre 2014

Exercice 1. Inégalité de Garding raffinée
Soit m > 0 et a € S™. On suppose qu'il existe C, R telles que pour |£| > R

Re(a(z,€)) = Clg|™.
Montrer que pour tout N € N il existe des constantes Ay, By telles que

Re(Op(a)u,u) > An||ull? 5 — B llullFr-~-

*

Exercice 2.  Condition d’hypoellipticité d’Hérmander
Soit P = Op(p) un opérateur pseudo-différentiel tel que p = py + p1 avec p; € St et
po € S%. On suppose qu’il existe ¢ > 0 telle que

i{p1,p1} > c(1+ [§]).

1. Vérifier que pour p € C'(R") & valeur dans C on a i{p,p} € R.
2. Soit Q = P*P — PP*. Montrer que

[1Pul|72 > (Qu,u).

3. Montrer que @ = Op(q) avec q = %{p’l,pl} +qo et go € S°.
4. En déduire qu’il existe C telle que

ull .3 < CliPullr2 + Cllull 2

*

Exercice 3. Somme assymptotique de symboles
Soit m; une suite strictement décroissante telle que m; — —oo et a; € S™. Soit
x € C(R") telle que x = 1 au voisinage de 0.
1. Montrer qu'il existe une suite ¢; — 0 telle que, si on pose a; = (1 — x(g;£))a;, on
ait 1
~ 1 -
0207 d] < 55 (1 + eI,

2. On pose a = )y a;j. Montrer que cela définit bien une fonction C*°.

3. Montrer que a — >, a; € S™*.
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Exercice 4. Inversion des opérateurs elliptiques
Soit a € S™.
1. Soit b,b' € S™™ tels que Op(a)Op(b) — Id € Op(S~°) et Op(b')Op(a) — Id €
Op(S~°°). Montrer que Op(b) — Op(b') € Op(S—°).
2. On suppose qu'il existe b € S~ tel que Op(a)Op(b) — Id € Op(S~°). Montrer qu’il
existe C, R tels que
Vgl = R, a(z, &) = Cl¢[™. (1)

3. On suppose que a vérifie (1). Soit F' € C*(C) telle que F(z) = % pour |z| > C’. On

pose
1
b = 2
(z, &) (1+|§\2)?F(a(1+|ﬂ)

Montrer que b € S™™ et qu’on peut écrire Op(a)Op(b) = Id — R avec R € Op(S~1).
4. Construire B € Op(S—™) tel que

—_m
2

).

Op(a)B — Id € Op(S™°).

Construire de méme un inverse a gauche.

Indication : On pourra utiliser ’exercice 3.

Exercice 5. Opérateur locauz
Soit P un opérateur pseudo-différentiel local, c’est a dire que pour tout u € S(R™), on

a supp(Pu) C supp(u).
1. Supposons P d’ordre m < —3. Soit o € R" et u € S. Montrer qu'il existe une suite
ug, € S telle que up — u in L? et up = 0 au voisinage de 0. En déduire Pu(zg) = 0.

2. Supposons P d’ordre m < 0. Montrer qu’il existe k € N tel que P¥ = 0. En déduire
que P =0.
Supposons P d’ordre m < k € N*,

3. Montrer que pour tout xg, la distribution u — Pu(xg) est une combinaison linéaire
finie de §().

4. Soient f1, .., fr € C*°. Montrer que Adf;...AdfyP =0, ou (AdA)B = [A, B].
5. En déduire que P =3, o aa(z) D%, avec aq € C*(R").

*
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