Td n° 5 d’Analyse fonctionnelle

DISTRIBUTIONS ET CONVOLUTION

Séance du 15 mars 2013

Exercice 1. Petits calculs de convolutions

1. Trouver une distribution H € D'(R) telle que : Vf € D(R), (H = f) = f. H est la
fonction de Heaviside.

2. Calculer les convolutions suivantes (aprés en avoir justifié I'existence) :

daxH, 01, (2768") % (270), (Ljap * Ljea)",
Tx1, Txexp, ouT e (R).

3. Comparer (1 %¢")x H et 1 x (6’ « H). Qu’en conclure ?
4. Trouver u € D'(R) telle que u * Lo 1] = do.

*

Exercice 2.  Fquations différentielles
On appelle solution fondamentale d’une équation différentielle linéaire inhomogéne

S a0 = £()
k

une distribution u telle que 3, azu®® = §. On en déduit alors une solution pour f(t), en
considérant u * f (si c’est possible).

On introduit D, = {u € D'(R)| Supp(u) C RT}.

1. Expliquer pourquoi il est possible de convoler deux distributions de D/,. En déduire
que D!, forme une algébre commutative pour *, d’élément neutre do.

On notera u*" la n-iéme puissance de u, pour n € N (n € Z si u est inversible).

2. Montrer que pour tout A € €, 5, — A&y est inversible, et que : (5;—A5o)* ™! = H(t)eM.

3. Montrer que pour n € N* : (5 — Xdp)* ™" = H(t)%

4. En déduire que toute équation différentielle linéaire a coefficients constants admet
une solution fondamentale dans D/, .

*

Exercice 3. Approximation de lidentité et convolution dans LP

1. Soit ¢, € D(R™). Montrer que |6+ [lz» < 8] 61+

2. Soit ¢ € D(R™) positive, ||¢|lp1 = 1 et Suppp C B(0,1). On pose ¢p,(z) =
m"¢(mz). Si f est continue (bornée), montrer que ¢,, * f — f uniformément sur les
compacts. En déduire que si pour tout p < oo, si f € LP :

| f * ém — fllzp = 0 quand m — oo.

Que se passe-t-il pour L*°? En déduire que D est dense dans LP, p < oco.
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3. Soient p,q,r > 1 tels que 1 + % = % + %. Montrer 'on a :

6% pllr < |l ze [l za,

et montrer que 'on peut étendre la convolution a LP(R™) x LI(R™) en une application
bilinéaire continue.

*

Exercice 4.  Solution élémentaire du laplacien
On souhaite trouver les solutions de —Au = f dans D'(RY).

1. Calculer A(|z|*) dans RY ~ {0} pour tout a € R.
2. Montrer que pour tout ¢ € D(RY) :
1 o|z|>~N

_n 0o
2—N

N — — | - d(7€7
‘£U| e—0 OB. 8” ‘ | 371)

ou do est la mesure de surface sur 0B, et n(x) = ﬁ est la normale extérieure a Be.

3. Montrer que —A(lx‘%) = (N —2)mes($V 1)y au sens de D'(RN).

4. Exhiber une solution explicite (au sens des distributions) de —Au = f si f € £&'(RY)
et N > 3.

5. Montrer que —A(—5=In(|z|)) = & dans D

*

Exercice 5.  Propriété de la moyenne
Soit n > 2 et  un ouvert de R™. On dit quune fonction f € C°(Q) vérifie la propriété
de la moyenne si :
1

Vo € Q,r >0 tels que B(z,r7) C @, f(z) = [0B(z, )]
; 9B(w,r)

f(s)ds.

1. Montrer qu’une fonction f de classe C2 vérifiant la propriété de la moyenne satisfait :
—Af=0.

Indication : On pourra faire un développement de Taylor de f & I'ordre 2.

2. En déduire que si f € C? vérifie la propriété de la moyenne, alors —Af = 0 au sens
des distributions.

3. Réciproquement, montrer que si f € C* satisfait —Af = 0, alors f vérifie la propriété
de la moyenne.
Indication : On peut calculer fB(O,r) fA(|z]? —7?).

4. Montrer que si une distribution 7" satisfait —AT = 0 alors T s’identifie & une fonction
C® et satisfait le propriété de la moyenne.
Indication : On pourra considérer des approximation de I'unité ¢,,, montrer que ¢, * T’

satisfait la propriété de la moyenne et converge uniformément sur les compacts. Pour cela
on pourra considérer les fonctions ¢, ,(y) = ¥(|lz — y|/r), ¥ € D(]0,1]) fixée.

*
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