Td n° 5 d’Analyse fonctionnelle

VALEURS PROPRES DU LAPLACIEN DE DIRICHLET

Séance du 13 Mars 2015

Soit © un ouvert régulier de R™. Dans ce TD, on introduit Uespace H}(£2) comme étant
le complété des fonctions C*° & support compact dans {2 pour la norme

1

2
follay = ([ w2+ 192) "

En particulier, H& est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
< U, v >= / uv + Vu.Vo.
Q

On admettra que si  est borné, l'inclusion de H}(Q) dans L?(Q) est compacte.

Exercice 1. Inégalité de Poincaré
1. Soit u € Cg°(]a, b[). Montrer que

ull 2 (jae) < 210 = alllv'| L2((a,5))-
2. Soit Q =Ja,b[xR%. En déduire que pour u € H}(Q)
lull 2y < 21b — all|Vull L*().

On admettra que cette inégalité reste vraie pour tout ouvert régulier, borné dans au moins
une direction.

*

Exercice 2.  Diagonalisation du Laplacien de Dirichlet
Soit © un ouvert de R"™, borné et régulier.

1. En utilisant le théoréme de Lax Milgram et le résultat de I’exercice précédent, montrer
que pour tout f € L*(2), il existe un unique u € H} tel que

Vo € Hi(Q) /w.w: /fv.

On dira alors que u est solution faible du probléme de Dirichlet

—Au=f sur Q)
u =0 sur 0f.
2. Montrer que l'opérateur —A~! : L? — L? qui & f associe la solution v définie
précédemment est autoadjoint et compact.

3. Montrer qu’il existe donc une suite croissante A, — 0o et une base hilbertienne de
L2(9), notée (en)nen+ C HE(Q) telle que —Ae, = ey,
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Exercice 3. Autour de la premiére valeur propre du Laplacien

1. Montrer que /A1 = infueHg,HuuLzzl |[Vul/ 2 En déduire que 1/1/A1 est la constante
optimale dans I'inégalité de Poincaré, et que cet optimum est réalisé uniquement sur 1’es-
pace propre E), associé a \;.

2. Soit g € C?(Q) telle que —Ag > 0. Montrer que pour tout € < d(z, ),

|B(:E1’£_:)|/JB( )g(y)dy < g().

Indication : On pourra remarquer

1
/ 9 gA(|z[* —7?),
B

(0,r) _% B(0,r)

calculer cette expression avec la formule de Stokes et montrer que F' : 7 — 4 i} B(a,r) 9(y)dy

) |B(z,r)]
est décroissante.
3. En déduire que si g € C?(Q) est telle que —Ag > 0 et g = 0 sur 9 alors soit g > 0
sur €, soit g = 0.
4. En utilisant le théoréme de Krein-Rutman, montrer que ’espace propre associé a la
premiére valeur propre est de dimension 1 et qu’un vecteur propre e; associé a A1 est de
signe constant.

Indication : On pourra admettre que les e, sont C* et considérer 'opérateur compact
A~ sur les fonctions continues qui s’annulent sur 5.

*
Exercice 4.  Estimation de Weyl
1. Principe du minimax : montrer que
A= min max [Vul?>
VCH&, ueV,
dim(V)>n llullp2=1

2. En déduire que si Q1 C y sont deux ouverts connexes bornés, A, (Q2) < A, (Q1).
On note No(A) = #{ . (2) < A}. Montrer que

NQ2(>‘) > Nﬂl(/\)

3. Quelles sont les valeurs propres et les vecteurs propres associés quand Q = [0, a]??

Indication : On pourra utiliser la décomposition en série de Fourier, et/ou une technique
de séparation des variables.

4. En déduire une estimation de N 4a(A) quand A — oo.

5. En écrivant un ouvert borné {2 comme la limite d’ouverts constitués de petites briques
[0,a]? avec a de plus en plus petit, montrer que

Ng (A
lim inf Qg ) > Q| Cd <
A—00 A3 (271')
ol ¢4 est le volume de la boule unité en dimension d.

*
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