ANALYSE COMPLEXE TD 5 (13/03 - 16/03)

Exercice 1 Des résidus, I.

1. On écrit I'intégrale comme la limite de l'intégrale de Je®/t sur [e,1/€], quand ¢ — 0. Par argument
d’intégration par parties, ou par un argument de séries alternées, on montre que l'intégrale converge
effectivement. Ensuite, on considére le contour donné par un grand demi cercle centré en 0, de rayon 1/e
dans {Qz > 0}, un petit demi cercle, toujours centré en 0, de rayon ¢, toujours dans {3z > 0}, et les
segments horizontaux qui ferment le contour. L’intégrale le long de ce contour de e%*/z est nulle, par le
théoréme des résidus.

Quand € — 0, l'intégrale sur le grand demi-cercle tend vers 0, et celle sur le petit demi-cercle tend vers
—im. La partie imaginaire de l'intégrale sur les segments tend vers fR sint/tdt. On en déduit donc que
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2. Il s’agit d’intégrer la fonction log, (z — a)P(z)/Q(z) sur le contour pac-man. On trouve de la méme fagon
que dans le cours :
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3. On trouve Q(z) = (2 +2)(2 +4). Les poles de P/Q sont simples, donc il suffit de calculer log, (2)/Q’(z)
aux points —2 et —4. L’intégrale recherchée est donc
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Exercice 2 Des résidus, I1. Vérifiez que vous savez calculer les intégrales suivantes, théoriquement ... et

pratiquement :

1. On a au moins deux fagons de faire. On peut d’une part, utiliser v = tant/2, et exprimer cost, sint
comme des fractions rationnelles en u. On obtient alors que l'intégrale s’écrit comme l'intégrale d’une
fraction rationnelle sur R, ce que 'on sait a priori calculer.

L’autre solution est d’utiliser la décomposition en exponentielles €??, et & se ramener & une intégrale sur

le cercle. 1. Pour
/ v
a? + sin®t

on écrit (par exemple) sint = (z — 1/2)/(2i) pour z = e**. On obtient
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C’est une fonction qui a deux poles dans le disque unité, et ils sont simples. Ce sont so = a — /1 + a2 et
—89 = V1 + a? — a. La fonction que ’on considére est impaire. Il est aisé de constater que le résidu en s
doit étre égal au résidu en —s. Il suffit donc de calculer un seul résidu. L’intégrale recherchée est donc
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2. Pour

1
/ et lal>1

On recommence de la méme facon. Cette fois-ci, il n’y a qu'un seul pole dans le disque unité, mais c’est
un pole double.
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Le pole est sg = a — Va2 — 1. On pose aussi s;1 = a +va? — 1. On fait un DL autour de sq. Pour ¢ assez

petit, si la fonction sous l'intégrale est f(z),
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Le résidu est donc —4i(sg + s1)/(s0 — 51)3, et I'intégrale recherchée est

avec la détermination principale du logarithme.
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2. Cette intégrale converge pour la méme raison que celle de sint/¢. On suppose que Ra > 0, et
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Le fait que l'intégrale de la fonction sur un grand demi-cercle dans {Ss > 0} tend vers 0 s’obtient
exactement comme pour €'%/z.
3. Il y a un pole double! Pour £ < 0,
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. 1. On suppose que Ra > 0

Comme c’est une fonction paire en &, cela régle tous les cas.
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5. On utilise le fameux contour pacman avec la fonction f = (log, 2)2/(x? + a?). Supposons que a > 0
On trouve que

/ —2imlog x + 472
R+ 152 + CL2

= 2w Z Resf(z)dz.
Autrement dit, si I est 'intégrale que ’on cherche
—2in] + 472 x 21 _ ((log, ia)* — (log, —ia)?) = E(27T2 — 2imloga).
a a a

Autrement dit,

I = Iloga.
a

. Il S’agit d’intégrer sur une part de camenbert d’angle 27 /n. Ainsi on fait le tour d’un pole de la fonction
(e/™). Comme de plus (e?7/"2)" = 2", si I est I'intégrale recherchée, on trouve
2im(p+1)/ P 2T i(p+1)m/
I — e=™TPTIMN = 24 = —— !PTy
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et
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. La fonction h = logy 1 — 1/ est bien définie pour x ¢ [0,1]. On considére alors I'intégrale de Ph/Q le
long d’un contour qui fait le tour du segment [0,1]. La limite d’une telle intégrale quand le contour se
rapproche du segment sera —2ir [ P/Q. Mais on comparer cette intégrale contre 'intégrale le long d’un
trés grand cercle. La différence sera la somme

2im Res%(z)dz. (1)

L’intégrale le long du grand cercle va tendre vers 0 quand le rayon du cercle tend vers I'infini.

. Comme sin 7z ne s’annule pas dans U, = {0 < Rex < 1} N{L > Sz > 0}, on peut définir un logarithme
du sinus sur cet ouvert. On intégre ce logarithme le long du contour OUj. La divergence aux points 0
et 1 est logarithmique, donc intégrable. L’intégrale que I'on calcule est réelle, on peut donc prendre la
partie réelle de I'intégrale sur le contour.

La contribution de l'intégrale le long de [0,1] est I'intégrale que 'on cherche. Le long de ¢L + [0, 1], on
trouve

log2 — 7L + o(1). (2)



Pour les intégrales verticales, on calcule la contribution :
L
/ argsin(imt) — argsin(w(1 + 4t))dt = kL (3)
0

ou k est un entier. En effet, sin z + 7 = '™ sin z. Comme la somme de ces contributions fait zéro, on doit
trouver k = 1, finalement

1
/ log sin mxdz = — log 2. (4)
0
Exercice 3 Beaucoup de Résidus!

1. Ily a une erreur d’énoncé. En effet, la formule n’est valable que si les poles de f sont simples. On considére
la fonction h(z) = f(z)m cot(mz). Elle est méromorphe sur C, et ses poles sont la réunion des entiers et
des poles de f. Aux entiers, les résidus sont les valeurs de f. En effet la cotangente a des poles simples
de résidu 1 a chaque élément de 7Z.

De plus, d’aprés 'hypothése sur f sur le bord du carré de 1’énoncé, 'intégrale de h le long du bord de ce
carré tend vers 0 quand N — +o00. On en déduit par la formule des résidus que

Z f(n)+ Z Resyh(z)dz =0 (5)
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2. Ici, la fonction f n’a que 2 poles, +ia. La borne le bord du carré est facile & obtenir. Pour le coup, les
poles sont simples, donc on peut écrire directement

1
XZ: P —%cotan(m’a) + %cotan(—ﬂia) = gcoth 7a. (6)
3. Au lieu d’utiliser la cotangente, on utilise le sinus, et on pose h(z) = f(z)7/sin(nz). Cette fois-ci,
f(x) =1/(a+ x)?, donc il a y un pole double. On trouve
Z G 7i{ m } _ mcosTa )
7 (a+mn)2  dz \sinmzJ.=——a (sinma)?’

Exercice 4 Voir le corrigé du partiel de ’année derniére.

Exercice 5 Voir aussi le corrigé de 'année derniére. Remarque : il y avait une erreur dans le TD, c’est

|f(2)] = O(exp(|2]7F%)) et non | f(2)| = O(exp(|z]p + £))



