4 Martingales (CV ILP et UI)

Exercice 4.1 (Série aléatoire). Soit (X;);>; une suite de variables indépendantes de Bernoulli de
parametre 1/2,i.e.P(X; =1) =P(X; = —1) = 1/2 et a, une suite de réels positifs. On considere la
série

n
Sn = ZaiXi.
i=1

1. Montrer que si ), a? < oo alors S, converge presque sfirement.

2. (*) Montrer que si Zal.z = oo alors S, oscille indéfiniement presque stirement. On pourra
considérer la martingale

Exercice 4.2 (Concentration autour de O et de 1.). On considere sur un espace de probabilité
(2, Z,P) une suite de va. (X,,n > 0) a valeurs dans [0,1]. On pose pour tout n > 0, &, =
o(Xg,...,X,). On suppose que X, =a p.s. avec a € [0,1] et que

1+X,

gn) =1-X, et P(XH-HZT

n

X
P Xn+1:?

%) =X,

1. Montrer que pour tout n, P (Xnﬂ = % ouX, 1= 1+2X”) =1.

2. Montrer que (X,,n > 0) est une &,-martingale qui converge p.s. et dans L? pour tout p > 1
vers une v.a. Z.

3. Montrer que E((X,11 —X,)?) = %E(Xn(l —X,)).
4. En déduire la valeur de E(Z(1 — Z)) puis la loi de Z.

Exercice 4.3 (Théoreme de Kakutani). Soit X;,...,X, une suite de variables aléatoires indépen-
dantes positives de moyenne 1. Pour n > 0 on pose

n
M=]]xx M=1).
k=1

1. Montrer que (M,,) est une martingale qui converge p.s. vers M.

On pose pourn>1, 0 < a, =E[Xi/2] <let

n x1/2

anl_[ak— (N, = 1).

2. En utilisant le processus (N,,) montrer que les cinq conditions suivantes sont équivalentes

(@ E[M,]=1,
(b) M,, » M, dans IL; quand n — oo,



(c) la martingale (M,,) est uniformément intégrale,
(d ]_[,?;1 a, >0,
) Yo (1—ap) <oo.
Montrer que si I'une des conditions précédentes n’est pas remplie alors M,, = O presque
slirement.
Exercice 4.4 (La loi du tout ou rien de Hewitt-Savage.). Tiré du poly de J.-E Le Gall.

Soit (§,)hen+ Une suite de va. i.i.d. a valeurs dans un espace mesurable (E,&). Lapplication
w — (£1(w), Eo(w), ...) définit une v.a. & valeurs dans Pespace produit EV', qui est muni de la tribu
produit, la plus petite tribu rendant mesurable les applications coordonnées (x1, x5, ...) — X; pour
tout i € N*. Une fonction mesurable F définie sur EN est dite symétrique si

F(xl,xZ, ...) = F(Xn(l),xn-(z), ...)

pour toute permutation 7w de N* a support fini. On veut montrer que si F est une fonction symétrique

* . 7 . Ve 7
sur EY', la variable aléatoire Y := F(&;, &5, ...) est constante p.s. Supposons, sans perte de général-
ité, que F est bornée, donc Y dans L!.

1. On pose gn = 0(51:"" gn)) (gn = O.(én-i-l: gn+2’---)’ Xn = E[Ylgn] et Zn = E[Yl(gn] Que
peut-on dire de (X,) e+ €t de (Z,)pen+ ? En déduire que pour tout € > 0, il existe n assez
grand tel que

E[IX,-Y[]]<e et E[Z,—-EY)|]<ce.

2. Montrer qu’il existe une fonction mesurable g : E" — R telle que

E[lF(gb gZJ"')_g(gl:"U gn)l] <e¢

En déduire que
El1Z, — g(&ns15 - E2n)l] < €.

3. Conclure.

4. Donner un exemple d’application qui ne peut pas étre déduit de la loi du 0 —1 de Kolmogorow.



