4 Martingales (CV ILP et UI)

Exercice 4.1 (Série aléatoire). Soit (X;);>; une suite de variables indépendantes de Bernoulli de
parametre 1/2,i.e.P(X; =1) =P(X; = —1) = 1/2 et a, une suite de réels positifs. On considere la

série
n
Sn = E O‘iXi .
i=1

1. Montrer que si Z ozl.2 < oo alors S,, converge presque siirement.

2. (*) Montrer que si Zal.z = oo alors S,, oscille indéfiniement presque sirement. On pourra
considérer la martingale

. s 7 . n X; . . /
Correction : Il est aisé de voir que Zizl < est une martingale qui est bornée dans 1.2 et donc dans
LL! et ainsi converge presque slirement.

Exercice 4.2 (Concentration autour de O et de 1.). On considere sur un espace de probabilité
(2, Z,P) une suite de va. (X,,n > 0) a valeurs dans [0,1]. On pose pour tout n > 0, &, =
o(Xyp,...,X,). On suppose que X, = a p.s. avec a € [0, 1] et que

1+X,
F,|=1-X, e P|(X=—2

n

X
P Xn+1:?

%) =%,

1. Montrer que pour tout n, P (Xnﬂ = % ouX, 1= 1+2X”) =1.

2. Montrer que (X,,n > 0) est une &,-martingale qui converge p.s. et dans L? pour tout p > 1
vers une v.a. Z.

3. Montrer que E((X,41 —X,)?) = %E(Xn(l -X,)).
4. En déduire la valeur de E(Z(1 — Z)) puis la loi de Z.

Correction :

1. Ona

X, 1+X,
P Xy =" ouXpy=—")=E (]E (11Xm:7n|97n)) +E (]E (ﬂxmz%@n))

2. Pour tout n > 0, X,, est &#,-mesurable et a valeurs dans [0, 1] donc intégrable. De plus,

X, 1+X,
B 170 = B Gy, oy [P0 ) 4B 5 gy vy | 7

2
X, X, 1+X, 1+X,
= ?]P) Xn+1:?|9n + 2 P Xn+1: 2 |gn
X 1+X
= En(l_xn)'i' an:Xn'



Donc (X,,,n > 0) est une martingale.

Ici, trois arguments fonctionnent. Etant positive, la martingale (X ,) converge p.s. Vers une v.a.
Z (avaleurs dans [0,1]); de plus, (X,,n > 0) est a valeurs dans [0, 1] donc d’aprés le théoréme
de convergence dominée, elle converge vers Z dans LP pour tout p > 1. On peut remplacer
“étant positive” par “étant bornée dans L!” pour obtenir la convergence p.s., puis utiliser
de méme le théoreme de convergence dominée pour obtenir la convergence dans L?. On
peut également utiliser directement le théoréme qui nous dit que (X,,) étant une martingale
bornée (par 1 toujours) dans LP pour tout p > 1, on sait que X, converge p.s. et dans LP
vers une variable aléatoire Z. Par une simple utilisation de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, la
convergence dans L? implique la convergence dans L.

. (X,,n > 0) étant une martingale, on a I'égalité suivante, trés souvent utile (cf exercice 2 du
TD4)

E((Xpi1 = Xn)*1F) = B (X2, = X2|Fn) — 2B (Xpn Xul F,) + 2 (X21.2,,)

n+1
= E (X2, —X2|Z,) — 2X,E (X1 | F,) +2X2
=E(x2,,-X2|7,) .

Puis on a, comme dans la question 2.,

+
4 4

1 +Xn)2X X, 3X2
n .

E(X? |9)=()&)2(1—X)+( =
n+1 n 2 n 2

Ainsi, on obtient

E((Xp1 —Xn)?) = B (B [Xp1 — X,)*122] )

=E(E[x2,, -X2|7,])
X, 3X?
=E (Z” + —Xﬁ)

= %E(Xn(l —- X)) -

. Dapres la question 1., (X,,) converge dans L2 et L' donc
E(Xpr1 —X)?) — 0 et E(X,(1-X,)) — E(Z(1-2)).
n—oo n—o0

La question 3. implique donc I'égalité E(Z(1 — Z)) = 0. Or la via. Z(1 — Z) est positive p.s.
donc elle est nulle ce qui signifie que la v.a. Z suit une loi de Bernoulli pd; + (1 — p)&, avec
p € [0,1]. On sait que E(Z) = p. De plus, d’apres la question 2.,

E(Z) = lim E(X,).

Or, pour tout n > 0, E(X,,) = E(X,) = a ce qui entraine que p = a c’est a dire que Z suit une
loi de Bernoulli de parameétre a.



Exercice 4.3 (Théoreme de Kakutani). Soit X;,...,X, une suite de variables aléatoires indépen-
dantes positives de moyenne 1. Pour n > 0 on pose

n
M, =[x Mo=1)
k=1

1. Montrer que (M,,) est une martingale qui converge p.s. vers M.

On pose pourn > 1,0 < a, =E[X}2] <1et

n 1/2

anl_[ak— (N =1).

k=1 "k
2. En utilisant le processus (N,,) montrer que les cing conditions suivantes sont équivalentes

(@ E[M,] =1,

(b) M, —» M, dans L; quand n — oo,

(c) la martingale (M,,) est uniformément intégrale,
@ [, a >0,

&) Yo (1—a) <oo.

Montrer que si I'une des conditions précédentes n’est pas remplie alors M, = O presque
slirement.

Correction :

1. Facile.

2. Le cours donne (b) < (c). C’est classique (prépa) que (d) < (e) (passer au log et faire
un équivalent). De plus (b) = (a), la réciproque est donnée par le lemme de Scheffé. D’un
autre co6té (N,,) est une martingale positive donc converge p.s. vers Ny,. Si [ [a, > 0 alors

N, = \/M,/]]" ax est bornée dans L2 et converge dans I.? vers \/My/] ] a;. On en déduit
que M, — M, dans L, ceci prouve (d) = (b). Si []a; = 0 alors puisque /M, /[ ]" ax
converge p.s. vers une valeur finie N, on a M,, — 0 p.s et M, = 0 p.s.. D’ot1 non (d) implique
non (a). La boucle est bouclée.

Exercice 4.4 (Loi du logarithme itéré.). Soit (X,),>; une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi
normale A(0, 1) sur un espace de probabilité (Q2, #,P). On définit S, = X; + ...+ X,,. Le but de
I'exercice est de montrer que p.s. on a

Sn

lim sup - <1.

n—oo  (2nloglogn)?

On pose h(x) = (2x loglogx)% pour x > e.



1. Montrer que pour tous 8 >0etc>0,0na:

P ( max Sy > c) < e E (695") .

1<k<n
En déduire que :
=
Pl max Sy = c | <e 2.
1<k<n

2. Soit K > 1. Majorer la quantité

P ( max Sy > Kh(K"_l))

1<k<K

et montrer que limsup h(n)~'S, <K, p.s.. Conclure.
n—o0

Exercice 4.5 (La loi du tout ou rien de Hewitt-Savage.). Tiré du poly de J.-E Le Gall.

Soit (§,)hen+ Une suite de va. i.i.d. a valeurs dans un espace mesurable (E,&). Lapplication
w — (£1(w), E5(w), ...) définit une v.a. a valeurs dans 'espace produit BN, qui est muni de la tribu
produit, la plus petite tribu rendant mesurable les applications coordonnées (x1, x5, ...) — X; pour
tout i € N*. Une fonction mesurable F définie sur EN est dite symétrique si

F(xl,xZ, ...) = F(xn(l),xn-(z), ...)

pour toute permutation 7w de N* & support fini. On veut montrer que si F est une fonction symétrique

* . 7 . Ve 7
sur EY', la variable aléatoire Y := F(&;, &5, ...) est constante p.s. Supposons, sans perte de général-
ité, que F est bornée, donc Y dans L!.

1. On pose cg.n = 0-(51:"" gn)) (gn = O.(gn-i-l: gn+2’---)’ Xn = E[Ylgn] et Zn = E[Yl(gn] Que
peut-on dire de (X,) e+ €t de (Z,)pen+ ? En déduire que pour tout € > 0, il existe n assez
grand tel que

E[IX,-Y|] < ¢ et E[|Z,—E(Y)|] < e.

2. Montrer qu’il existe une fonction mesurable g : E" — R telle que

E[lF(gb gZJ"')_g(gla"v gn)l] <e.

En déduire que
EHZH - g(£n+1) () an)H <e.

3. Conclure.

4. Donner un exemple d’application qui ne peut pas étre déduit de la loi du 0—1 de Kolmogorow.
Correction :

1. (Z,)nen est une filtration, Y est dans ! et pour tout n, X, = E[Y|Z,], donc (X,),en+ €St
une martingale fermée (c’est sa définition !) donc uniformément intégrable. Elle converge



donc p.s. et dans ! vers X, = E[Y|Z,] ot o, = 0(E1,&,,...). Y étant F. -mesurable,
(X,,) converge donc p.s. et dans ! vers Y.

D’autre part (¥, ) ey €St une suite décroissante de tribus, Y est (toujours) dans ! et pour
tout n, Z, = E[Y|%,], donc par le théoréme de convergence des martingales rétrogrades on
sait que (Z,) converg p.s. et dans L! vers Z, = E[Y|¥%,,], ol ¥4, = (Nnere 9n- Or on sait par
la loi du tout ou rien que ¥,, est grossiere (i.e., ne contient que '’ensemble vide et I'espace
tout entier, cf exercice 3 du TD2), donc Z, = E(Y).

On en déduit immédiatement que pour tout € > 0, il existe n assez grand tel que

E[IX,—-Y|] < ¢ et E[|Z, —E(Y)|] < e. (@))

. X, est &,-mesurable, donc il existe une fonction mesurable g : E" — R telle que X, =
g(&1,...,&,). La premiére inégalité de (??) s’écrit donc

E[lF(gb gZJ"')_g(gla"'b gn)l] <e¢

La suite (&,415 - 82m5 15 s Ens Eant 15 ---) @ méme loi que la suite (&1, &5, ...), donc cette ma-
joration donne aussi

E[|F(£n+17 (RRS) €2n) gl: (LY) gn: §2n+l: ) - g(gn—i-l) [XEP) an)H S €.

Or F est symétrique, donc F(& 11, -sE2n5E15 ees Sy Eany1,---) = Y et on obtient

E[ly_g(gn-i-lJ"':an)l] < e. (2)

Par 'inégalité de Jensen, on remarque que pour toute variable aléatoire U intégrable et toute
sous-tribu .«/, on a E[|U|] = E[E[|U||.«]] = E[|E[U|./]|], donc en appliquant ceci a U =
Y —g(&41,-.,80,) et & = 9, par (??) on obtient

E[ELY[9:] - E[g(Eni1, - E20)l9]l] < €

soit
E[lZ, — g(&nt15 - E2n)l] < €. (3)

. En combinant la deuxieéme inégalité de (??) avec (??) et (??) on obtient
E[lY —E(Y)|] < 3e,
et ¢ étant arbitraire on en déduit que Y = E(Y) p.s.
. Si (X,,) est une suite i.i.d. alors 'événement
n
{in =0, pour une infinité de n} s
i=1

est symétrique (sa fonction indicatrice est symétrique) mais n’est pas dans la tribu asympto-
tique.



Exercice 4.6 (Tiré du partiel 2007 de J.-E Le Gall). Sur un espace de probabilité filtré (2, Z, (Z,,)nen, P)
on considere une sous-martingale (X,,),ey telle que X, = 0 et X, > 0 pour tout n € N. On définit
par récurrence un processus (A, ),ey €n posant Ay = 0 et pour tout entier n > 0,

An+1 = An +E[Xn+1 _Xn|9n:| .

1. Montrer que le processus (A, ) ey €st croissant (A,,1 = A, p.s., pour tout n > 0) et vérifie les
deux propriétés:
(i) pour toutn > 1, A, est Z,_;-mesurable;
(ii) le processus (X, — A, ) ey €St une martingale.

2. Montrer qu’inversement les propriétés (i) et (ii), et la condition initiale Ay = 0, caractérisent
la suite (A,,),en (@ un ensemble de probabilité nulle preés).

3. On fixe a > 0 et on pose T, = inf{n > 0|A,,; > a}. Montrer que T, est un temps d’arrét, puis
que E[X,;,7,] <a.

4. On admettra ici qu’une sous-martingale arrétée est encore une sous-martingale, cf TD4, exercice
5, question 1.

En déduire que (X,) converge vers une limite finie, p.s. sur 'ensemble {T, = +o00}. Con-
clure que si A, = lim,_,, A, (limite croissante), X, converge vers une limite finie, p.s. sur
I'ensemble {A., < oo}.

5. On suppose que

E |:sup X i1 —an < 00.

n>0
Montrer que sauf sur un ensemble de probabilité nulle, les trois propriétés suivantes sont
équivalentes:
(i) (X, (w)) converge vers une limite finie;
(ii) 1la suite (X,,(w)), ey st bornée;
(iii) A, < 00.

(On pourra introduire le temps d'arrét S, = inf{n > 0|X,, > a} et majorer d'abord E[A;s_].)



