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Exercice 1.  Echauffement
Montrer que &) € D'(R) n’est pas une mesure.

*
Exercice 2.  Fonctions C' par morceaux

Soit I un intervalle ouvert de R et f telle qu’il existe a1 < --- < an dans I tels que
f soit de classe C! sur I\ {a1,...,an}. On suppose que f et f' admettent des limites &

droite et a gauche en a; pour tout i € [1, N], et on note les limites de f respectivement
f(a; +0) et f(a; —0). Comme f € LL _(I), elle définit une distribution 7. Montrer que,
au sens des distributions,

N
T} =Ty, + D> _(f(ai+0) = f(a; = 0))da,,
i=1
ol floe € Li,o(I) est la fonction égale a f" sur I'\ {ay,...,an}.

*

Exercice 3.  Fonctions lipschitziennes
Soit f € L®(R?). Montrer que f est lipschitzienne, i.e. qu’il existe une constante C' > 0
telle que

[f(@) = fW)I < Clle —yll, VYz,y e RY,

si et seulement si les dérivées partielles de f (au sens des distributions) vérifient

of d .
— e LR 1,d].
el LN

Exercice 4.  Pseudo mondmes
Dans cet exercice, les fonctions et distributions seront définies sur R. On note x4 =
max(z,0). On souhaite définir la partie finie de 2%, notée pf(x9).

1

1. A quelle condition z 9 € L,

distribution.

? Dans ce cas, on note également pf(z9) cette
2. Pour —2 < a < —1, montrer que, pour ¢ € D(R) et € > 0, on a

/ r%¢(x) dr = Acs*T + R,
g
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ou A dépend de ¢, mais pas de € et ou R, posséde une limite lorsque ¢ — 0, que l'on
exprimera en fonction de ¢. Cette limite est notée (pf(z9),¢). Montrer que pf(z9) est
alors une distribution d’ordre 1.

3. Pour a < =2, a ¢ —N, soit m la partie entiére de —a. Montrer de méme que, pour

¢ € D(R), on a
—1

0o m
/ x%¢(x)dx = Apeh e L R
¢ k=0
ou les A;, dépendent de ¢ mais pas de ¢, et ot R. posséde une limite lorsque € — 0, que
'on exprimera en fonction de ¢, et qui est notée (pf(z9), ¢). Montrer que pf(z9) est alors
une distribution.

4. La distribution pf(z9) étant ainsi déterminée pour tout o € R\ (=N), calculer sa
dérivée et son ordre.

5. Montrer que pour tout ag € R\ (=N), lim,_;q, pf(27) existe, et vaut pf(z°).
6. Si m € N*, on pose

+00 m=2 (k) k+1—m (m—1)
IR . 610 (0)z $" D) (0)
pi(a7™)(¢) = lim (/ s+ Y GO S E O 1)

k
im0 M

Vérifier qu’il s’agit d’une distribution. Quelle en est la dérivée ? Quel est son ordre 7 Est-elle
limite d'une suite de pf(z%), o ¢ —N7

Exercice 5.  Propriété de la moyenne
Soit n > 2 et © un ouvert de R™. On dit qu’une fonction f € C%(Q) vérifie la propriété
de la moyenne si

1

Va € Q, Vr > 0 tels que B(z,7r) C Q, f(x)= m
9 BB(IE,T')

f(o)do.

1. Montrer qu’une fonction f de classe C? vérifiant la propriété de la moyenne satisfait
—Af=0.
Indication : On pourra faire un développement de Taylor-Lagrange de f & l'ordre 2.

2. En déduire que si f € CY vérifie la propriété de la moyenne, alors —Af = 0 au sens
des distributions.

3. Réciproquement, montrer que si f € C* satisfait —A f = 0, alors f vérifie la propriété
de la moyenne.
Indication : On peut calculer fB(o,r) fA(Jz]? —7?).

4. Montrer que si une distribution T satisfait —AT = 0, alors T s’identifie & une fonction
C® et satisfait le propriété de la moyenne.

Indication : On pourra considérer des approximation de I'unité ¢,,, montrer que ¢, * T’
satisfait la propriété de la moyenne et converge uniformément sur les compacts. Pour cela,
on pourra considérer les fonctions ¢, ,(y) = ¥(|x — y|/r), ¥ € D(]0, 1]) fixée.

*
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