Corrigé - TD 6

Changement de variables, Approximations

Exercice 0 (Théoreme de Lusin).
Soit f: [0,1] — R une fonction borélienne. Montrer que pour tout € > 0 il existe une fonction
continue g: [0,1] — R telle que

Az € [0,1]: f(2) # g(2)}) < =.

INDICATION : On pourra commencer par le cas ot f = 14 avec A borélien de [0, 1].

Corrigé : Commencons par le cas oit f = 14 avec A borélien de [0,1]. Par régularité de la
mesure de Lebesgue, il existe un compact F' et un ouvert O tels que

FCACO et MO\F)<e.

Il existe alors une fonction continue a valeur dans [0, 1] qui vaut 1 sur F et 0 en dehors de O.
En effet, d(F,0°) := inf{|z —y|: © € F,y € O°} =n > 0 par compacité, et on vérifie que la

fonction Al F
fF,oin(l—i(x’ ))\/0
n

vérifie bien les conditions requises. Donc la fonction fr o est continue et

({2, 14(2) # fro(@)}) < AO\F) < -=.

Dans le cas général, on peut supposer que 0 < f < 1 et on définit par récurrence

o fi=31{z21m
o fo= g1 f>1/a)
o f3=gly p-p>1/8)

Ainsi f = > 77, f, et pour tout n, 2" f,, est une fonction indicatrice d’un borélien de [0, 1].
D’apres les résultats précédents pour chaque n > 1, il existe une fonction 0 < h,, < 1 con-
tinue telle que A\(h, # 2" f,) < €27". La fonction continue h = ", 27"h,, répond alors a la
question.

Exercice 1 (Formule des compléments). On note I' la fonction définie pour = > 0 par

[(z) = / t*le=t dt.
0

Pour des questions, n’hésitez pas a envoyer un mail & shen.lin@ens. fr, ou bien a passer au bureau V7.




1. Calculer la mesure image de la mesure
waflybflef(ery)l{I’yzo} dz dy,
par l'application (z,y) € (R%)? — (z 4+ y,z/(z + y)).

2. En déduire la formule des compléments :

Corrigé :

1. Soit f : R2 — R, une fonction borélienne. On veut calculer

Js

Soit ¢: (z,y) € (R%)? — (x +y,z/(x +y)), qui est un C'-difféomorphisme sur R* x]0, 1]
de jacobien

f(m +Y, mxTy>$a_1yb_16_(m+y) dx dy.
)2

*
+

1

ac(d)(a,9) = .

D’apres la formule du changement de variables, on a

€ a—1,b—1_—(z+y)
/(Ri)2f<;v+y,w+y)m Yy e dx dy

B /(m)2 fet xLﬂ) (@) y>a1((x To) (@t y)xiy)bl@ +y)e” Tz +y) "t dudy

:/ f(u,v) (u0) Y (u — uw)’ Lue™ du dv
R% x]0,1]

:/ fu,v)e w111 — 0)P~ du dv.
R* x]0,1]

Donc la mesure image par (,y) — (2+y,z/(v+y)) dela mesure z¢~1yb~le~(@+v) 1(gy>0y dv dy
est
e UuathTyem (1 — U)b_ll{u>070<v<1}du dv.

2. D’apreés le théoreme de Fubini-Tonelli la masse totale de cette mesure est
/ 2 Lyt lem @) dp dy = T(a)T(b),
(R3)?

et
1
/ ettty 1 — ) dudv = T(a + b)/ dt* (1 — )b L
R x]0,1[ 0

On trouve donc la formule des compléments.



Exercice 2. Soit A € R™*" une matrice symétrique définie positive. Calculer I'intégrale

/ e_<Ax’z>)\n( dzx),

ot (-, -) désigne le produit scalaire usuel sur R" et \,, désigne la mesure de Lebesgue sur R".

Corrigé : La matrice A est symétrique définie positive donc il existe K une matrice symétrique
définie positive telle que A = K. Soit ¢: z € R" — Kx. L'application ¢ est un C! difféomorphisme
de R™ dans R" tel que |Jac(¢)| = det(K). On a donc d’apres le théoreme du changement de
variables,

/ e~ AnT) N (dx) = / e~ (KeKa) ) (dr) = (det(K)) ™ / e~ @it gy L day,.

n

D’apres le théoréme de Fubini-Tonelli on a

e r1...dz, e i | .
J. : IRV

1<i<n

Or pour chaque i € {1,...,n},ona

/ e dy = Nz
R

—(Az,x) _ "
/ne An(dx) “det(A)'

Exercice 3. Quelle est la mesure image de (v/ 2#)_16_“”32/ 2dx par l'application z — 272 ?

On a donc

Corrigé : Soit f : R2 — R, une fonction borélienne. On veut calculer

1 1) e
\/%/Rf <x2> e dx.

On divise l'intégrale en deux morceaux et on regarde les deux C*-difféomorphismes suivants

¢: ]0700[ - ]0700[ et ¢/: ]_0070[ — ]0,00[
= y > y%

Regardons la premiere intégrale. La formule de changement de variable donne

1 ° 1 2 1 °° 1
—a2/2 5 _ ~-1/2u
\/ﬂ/o / <$2> ‘ e \/%/0 fluje 2u3/2 -

et pour des raisons de symétrie, la deuxieme intégrale a la méme valeur. Donc
1 1 —x2/2 1 /oo —1/2u 1

— — ]e der = —— u)e ——du,

L1 () Vb T

et la mesure image cherchée est

1 1
671/2“—1{u>0}du.

V2T U/ U



Exercice 4 (Petite question). Soit ;1 une mesure positive sur (R, Z(R)) et g: R — R une fonc-
tion mesurable.

1. On suppose que pour toute fonction mesurable f: R — R} ona
/ f(z)p(dx) / f(z

2. On suppose maintenant que p est finie et que pour toute fonction Lipschitzienne bornée

fiR—>Riona
[ t@wtan) = [ sl

Que dire de pu?

Que dire de p?
Corrigé :

1. Sion prend f = 14 avec A € #(R), on voit que

n() = | gl
A
Ainsi 1 est la mesure de densité g par rapport a la mesure de Lebesgue.
2. On va montrer que la conclusion est la méme. Sia,b € R, a < b, considérons
dn(z) = (nd(x,]a, b)) A1,

qui est une fonction Lipschitzienne tendant simplement en croissant vers 1, ;. Ainsi,

[ ont@ntan) = [ ou(a)g(w)do

et d’apres le théoréme de convergence monotone, ceci implique

u(Ja, b]) = /] S

En particulier, ceci impose que g est intégrable. En utilisant le lemme de la classe mono-
tone, on conclut que

n(4) = [ g(w)ia

pour tout borélien A € #(R). Ainsi ;1 est encore la mesure de densité g par rapport a la
mesure de Lebesgue.

Exercice 5. On se donne deux mesures positives boréliennes ;. et v sur R, et on suppose que
pour tout choix de a, b € R tels que a < b,

p(la, bl) < w(la, b)) < oo

Montrer alors que ;1(A) < v(A) pour tout borélien A.
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Corrigé : Tout d’abord, on remarque que p(Ja, b)) < v(]a,b[) sia,b € R U %oo (pour le voir,
on peut par exemple utiliser la sigma additivité de u et v), et que i et v sont des mesures de
Radon sur R.

Soit O un ouvert de R. Montrons que ;(O) < v(O). Il existe une suite d’intervalles (Ja,,, bp[)n>1,
avec ap, b, € RU %00 telle que
O = | J)an, bal

ol l'union est disjointe. Ainsi

=3 wllan.bul) < 3 van bal) = v(0).

n>0 n>0

Puis, les mesures de Radon sur (R, Z(R)) étant régulieres extérieurement, on a pour tout A €
B(R):

pu(A) = inf{u(0); A C O,0 ouvert de R} < inf{r(0); A C O,0 ouvertde R} = v(A).
Cela conclut.

Exercice 6 (Borel-Cantelli revient). Soient f: R — R une fonction intégrable pour la mesure
de Lebesgue et o > 0. Montrer que pour presque tout z € R, lim,,_,o n~% f(nz) = 0.

Indication : on pourra considérer, pour 1 > 0, les ensembles

Ay = {z € Re n™®[f(na)] >}, n > 1.

Corrigé: Pourn > Oetn > 1,0ona A, = = {y € R: n=®|f(y)| > n}. D’apres l'inégalité de
Markov, la mesure de A,, ;, est majorée par

M) = A €R: 1@ > mD < 2 [ (flan= —o 2 [ Ifian

nnn®

Ainsi, la série de terme général A(A4, ) est sommable. D’apres le lemme de Borel-Cantelli,
A < lim sup An,n> =0.

On a donc montré que, pour toutn > 0, pour A-presque tout z € R, limsup,,_,., n~%|f(nx)| < 7.
Ainsi, pour A\-presque tout x € R, pour tout p € N*,

limsupn™“|f(nx)| < 1/p,

n—oo
ce qui signifie que pour A-presque tout = € R, lim,,_,oc n™% f(nz) = 0.

Exercice 7. Soit (E, &, ;) un espace mesuré de masse totale finie et f: £ — R mesurable.
Montrer que:

feZ\ (B, &) = > p({lfl=n}) <o

n>1

Que se passe-t-il si la masse totale de 1 est infinie?
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Corrigé: Ona

/E|f|du = Z/E\fﬂ{ngﬂmﬂ}dﬂ

n>0

< Y (n+Dufn < |fl <n+1})

n>0

= > (m+ 1) (p{lfl = n}) - u({lfl = n+1})
n>0

= S ulflznd) + Y Il = nd) = Y+ Du{|f] = n+ 1))
n>0 n>0 n>0

= w(E)+>_ p({[fl = n}).

n>1

Pour la derniéere égalité, on a utilisé le fait que p({|f| > 0}) = p(E). On montre de la méme
maniere que
JREZE L)
E n>1
On obtient I'équivalence demandée.
Dans le cas out u(E) = oo, on peut avoir ), -, u({|f| > n}) < oo avec f non intégrable.
Considérer par exemple f = 11 sur (R, Z(R), \).

Exercice 8 (Un résultat fondamental...). Soit f une fonction dérivable sur [0, 1], de dérivée f’
bornée. Prouver que fol f(z)dx = f(1) — f(0).

Corrigé : On définit sur [0, 1] la suite (g, )n>1 par gn(x) = n(f(x+1/n)—f(x))six <1—-1/net0
sinon. Pour z € [0, 1] fixé, g, () converge vers f'(z). Soit M = sup,¢(o 1 | f'(2)], qui est fini par
hypothese. D’apres le théoreme des accroissements finis, |g,(z)| < M pour toutz <1—1/n, et
cette inégalité est clairement vraie pour z € [1 —1/n, 1]. Ainsi, |g,(z)| < M pour tout = € [0, 1].
D’apres le théoreme de convergence dominée,

/1 f(z)dzr = lim 1gn(:v)dx.
0

n—oo 0

Mais, en notant F(z) = [; f(t)dt,
—1/n —1/n
/Olgn(x)dx = n/ol l f(m+1/n)dw—n/01 1 f(z)dx

1 1-1/n
- n/l/n f(z)dx — n/o f(x)dx
= n(F(1)— F(1-1/n)) —n(F(1/n) — F(0)),

qui converge vers f(1) — f(0) lorsque n — oo. En effet, la continuité de f en 0 et 1 implique
F'(0) = f(0) et F'(1) = f(1). Le résultat s’ensuit.

Remarque: Soit G(t) = f(f f/(u)du. En écrivant (G(t + €) — G(t))/e = fol f'(t + eu)du, on ne
peut pas utiliser le théoreme de convergence dominée pour dire que cette quantité converge
vers f’(t) lorsque € — 0. En effet, on a aucune hypothése sur la continuité de f.
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Exercice 9. (Encore la fonction I')
Pour tout ¢ > 0 on pose

1. Montrer que ceci définit une fonction de classe C* sur R,

2. Montrer la formule d’Euler : pour tout ¢ > 0,

ntn!
() = 1 .
O S RN T

Indication: on pourra considérer la suite de fonctions ( f;,),>0 définies par

Fot @ €]0, 00 1y () (1 - %) 2t

Corrigé :

1. Pour tout ¢ > 0, la fonction z € R% — g(t,z) = z'"'e™* est intégrable donc I est bien
définie sur R*.. De plus, pour tout k£ > 1 et pour tout x > 0, g est k-fois dérivable par
rapport a t et

okg(x,t)
otk
Pour tous A > a > 0,t € [a,A] etz > 0,0na

= (In(z))*zt"te™™.

’3'“9(90,1?)

atk‘ < ‘(ln(x))k:rAflef‘r

1>y + ’(hl(ff))kwafl@fx Lracays

et la fonction z € R} — |(1n($))kxA_1€_$’1{$21} + |(ln(az))kx“_16_z|1{z<1} e LY(R%, \).
D’apres le théoréme de dérivation sous le signe intégrale, T' est de classe C* sur tout
ensemble de la forme [a, A] et ceci pour tout & > 1. On obtient donc le résultat.

2. On fixe t > 0. On voit que la suite de fonctions (f,,),>1 converge p.p. vers f: x € R} —

' le™® et de plus pour tout x > 0, |f.(z)| < 27 1e™®. Donc, d’apres le théoreme de

convergence dominée, on a
. A
['(t) = lim (1 - 7) 7  d.
0
Or, en posant u = z/n, on a

n AN 1
/ (1 — 7) 2 lde = nt/ (1 —w)"ut"tdt = n'IL,(t).
0 0

n

On montre par une intégration par parties que I,,(t) = (nl,—1(t + 1))/t pour tout n > 1.
On en déduit que

n! n!
t+1)...(t+n—1)10(t+n): tt+1)...(t+n—1)(t+n)




Exercice 10 (Pavage). On se donne un rectangle R = [a, b] X [c, d] tel qu’il existe un pavage de

R en petits rectangles
n

R = U [ai,bi] X [Ci,di],
S N—
=0 R;
tels que les rectangles intérieurs R; =la;, bi[ X ]¢;, d;[ soient deux-a-deux disjoints, et que pour
chaque i € {0,1,...,n}, au moins l'une des deux longueurs |b; — a;| ou |d; — ¢;| soit entiere.
Montrer alors que I'une des deux longueurs |b — a| ou |d — ¢| de R est entiere.

// eiQﬂ-(ery)dl’dy.
R

La fonction (z,y) ~— €?7(@+¥) est dans .Z' (R) (la fonction est bornée et I’ensemble d’intégration
est compact), donc [ ... =32, [[, ... Or sur chaque R;, on a d’apres le théoreme de Fubini

Corrigé : On calcule

//I;L ei27r(m+y)dxdy — 4;7T12(ei27rbi _ eiQwai)(eiZWdi _ eiQﬂ'Ci) =0.

Donc .
i27r(a:+y)d dy = - (pi2mb _ i2may( i2nd _ i2mey 0
J[ ey = (e - et - ) g,

2

ce qui signifie que I'un des deux nombres |b — a| ou |d — ¢| est entier.



