
Corrigé – TD 6
Changement de variables, Approximations

Exercice 0 (Théorème de Lusin).
Soit f : [0, 1] −→ R une fonction borélienne. Montrer que pour tout ε > 0 il existe une fonction
continue g : [0, 1] −→ R telle que

λ({x ∈ [0, 1] : f(x) 6= g(x)}) ≤ ε.

INDICATION : On pourra commencer par le cas où f = 1A avec A borélien de [0, 1].

Corrigé : Commençons par le cas où f = 1A avec A borélien de [0, 1]. Par régularité de la
mesure de Lebesgue, il existe un compact F et un ouvert O tels que

F ⊂ A ⊂ O et λ(O\F ) ≤ ε.

Il existe alors une fonction continue à valeur dans [0, 1] qui vaut 1 sur F et 0 en dehors de O.
En effet, d(F,Oc) := inf{|x − y| : x ∈ F, y ∈ Oc} = η > 0 par compacité, et on vérifie que la
fonction

fF,O : x 7→
(

1− d(x, F )

η

)
∨ 0

vérifie bien les conditions requises. Donc la fonction fF,O est continue et

λ
(
{x,1A(x) 6= fF,O(x)}

)
≤ λ(O\F ) ≤ ε.

Dans le cas général, on peut supposer que 0 ≤ f ≤ 1 et on définit par récurrence

• f1 = 1
2 1{f≥1/2}

• f2 = 1
4 1{f−f1≥1/4}

• f3 = 1
8 1{f−f1−f2≥1/8}

• · · ·

Ainsi f =
∑∞

n=1 fn et pour tout n, 2nfn est une fonction indicatrice d’un borélien de [0, 1].
D’après les résultats précédents pour chaque n ≥ 1, il existe une fonction 0 ≤ hn ≤ 1 con-
tinue telle que λ(hn 6= 2nfn) ≤ ε2−n. La fonction continue h =

∑∞
n=1 2−nhn répond alors à la

question.

Exercice 1 (Formule des compléments). On note Γ la fonction définie pour x > 0 par

Γ(x) =

∫ ∞
0

tx−1e−t dt.

Pour des questions, n’hésitez pas à envoyer un mail à shen.lin@ens.fr, ou bien à passer au bureau V7.
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1. Calculer la mesure image de la mesure

xa−1yb−1e−(x+y)1{x,y≥0} dx dy,

par l’application (x, y) ∈ (R∗+)2 7→ (x+ y, x/(x+ y)).

2. En déduire la formule des compléments :

Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)
=

∫ 1

0
ta−1(1− t)b−1 dt.

Corrigé :

1. Soit f : R2
+ → R+ une fonction borélienne. On veut calculer∫

(R∗
+)2

f
(
x+ y,

x

x+ y

)
xa−1yb−1e−(x+y) dx dy.

Soit φ : (x, y) ∈ (R∗+)2 7→ (x+ y, x/(x+ y)), qui est un C1-difféomorphisme sur R∗+×]0, 1[
de jacobien

Jac(φ)(x, y) = − 1

x+ y
.

D’après la formule du changement de variables, on a∫
(R∗

+)2
f
(
x+ y,

x

x+ y

)
xa−1yb−1e−(x+y) dx dy

=

∫
(R∗

+)2
f
(
x+ y,

x

x+ y

)(
(x+ y)

x

x+ y

)a−1(
(x+ y)− (x+ y)

x

x+ y

)b−1
(x+ y)e−(x+y)(x+ y)−1 dx dy

=

∫
R∗
+×]0,1[

f(u, v)(uv)a−1(u− uv)b−1ue−u du dv

=

∫
R∗
+×]0,1[

f(u, v)e−uua+b−1va−1(1− v)b−1 du dv.

Donc la mesure image par (x, y) 7→ (x+y, x/(x+y)) de la mesure xa−1yb−1e−(x+y)1{x,y>0} dx dy
est

e−uua+b−1va−1(1− v)b−11{u>0,0<v<1}du dv.

2. D’après le théorème de Fubini-Tonelli la masse totale de cette mesure est∫
(R∗

+)2
xa−1yb−1e−(x+y) dx dy = Γ(a)Γ(b),

et ∫
R∗
+×]0,1[

e−uua+b−1va−1(1− v)b−1 du dv = Γ(a+ b)

∫ 1

0
d ta−1(1− t)b−1.

On trouve donc la formule des compléments.
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Exercice 2. Soit A ∈ Rn×n une matrice symétrique définie positive. Calculer l’intégrale∫
Rn

e−〈Ax,x〉λn( dx),

où 〈·, ·〉 désigne le produit scalaire usuel sur Rn et λn désigne la mesure de Lebesgue sur Rn.

Corrigé : La matriceA est symétrique définie positive donc il existeK une matrice symétrique
définie positive telle queA = K2. Soit φ : x ∈ Rn 7→ Kx. L’application φ est unC1 difféomorphisme
de Rn dans Rn tel que |Jac(φ)| = det(K). On a donc d’après le théorème du changement de
variables,∫

Rn

e−〈Ax,x〉λn(dx) =

∫
Rn

e−〈Kx,Kx〉λn(dx) = (det(K))−1
∫
Rn

e−(x
2
1+...+x

2
n)dx1 . . . dxn.

D’après le théorème de Fubini-Tonelli on a∫
Rn

e−(x
2
1+...+x

2
n)dx1 . . . dxn =

∏
1≤i≤n

(∫
R
e−x

2
i dxi

)
.

Or pour chaque i ∈ {1, . . . , n}, on a ∫
R
e−x

2
dx =

√
π.

On a donc ∫
Rn

e−〈Ax,x〉λn(dx) =

√
πn

det(A)
.

Exercice 3. Quelle est la mesure image de (
√

2π)−1e−x
2/2dx par l’application x 7→ x−2 ?

Corrigé : Soit f : R2
+ → R+ une fonction borélienne. On veut calculer

1√
2π

∫
R
f

(
1

x2

)
e−x

2/2dx.

On divise l’intégrale en deux morceaux et on regarde les deux C1-difféomorphismes suivants

φ : ]0,∞[ → ]0,∞[ et φ′ : ]−∞, 0[ → ]0,∞[
x 7→ 1

x2
y 7→ 1

y2
.

Regardons la première intégrale. La formule de changement de variable donne

1√
2π

∫ ∞
0

f

(
1

x2

)
e−x

2/2dx =
1√
2π

∫ ∞
0

f(u)e−1/2u
1

2u3/2
du,

et pour des raisons de symétrie, la deuxième intégrale a la même valeur. Donc

1√
2π

∫
R
f

(
1

x2

)
e−x

2/2dx =
1√
2π

∫ ∞
0

f(u)e−1/2u
1

u
√
u
du,

et la mesure image cherchée est

1√
2π
e−1/2u

1

u
√
u
1{u>0}du.
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Exercice 4 (Petite question). Soit µ une mesure positive sur (R,B(R)) et g : R → R+ une fonc-
tion mesurable.

1. On suppose que pour toute fonction mesurable f : R→ R+ on a∫
f(x)µ(dx) =

∫
f(x)g(x)dx.

Que dire de µ?

2. On suppose maintenant que µ est finie et que pour toute fonction Lipschitzienne bornée
f : R→ R+ on a ∫

f(x)µ(dx) =

∫
f(x)g(x)dx.

Que dire de µ?

Corrigé :

1. Si on prend f = 1A avec A ∈ B(R), on voit que

µ(A) =

∫
A
g(x)dx.

Ainsi µ est la mesure de densité g par rapport à la mesure de Lebesgue.

2. On va montrer que la conclusion est la même. Si a, b ∈ R, a < b, considérons

φn(x) = (nd(x, ]a, b[c)) ∧ 1,

qui est une fonction Lipschitzienne tendant simplement en croissant vers 1]a,b[. Ainsi,∫
φn(x)µ(dx) =

∫
φn(x)g(x)dx,

et d’après le théorème de convergence monotone, ceci implique

µ(]a, b[) =

∫
]a,b[

g(x)dx.

En particulier, ceci impose que g est intégrable. En utilisant le lemme de la classe mono-
tone, on conclut que

µ(A) =

∫
A
g(x)dx

pour tout borélien A ∈ B(R). Ainsi µ est encore la mesure de densité g par rapport à la
mesure de Lebesgue.

Exercice 5. On se donne deux mesures positives boréliennes µ et ν sur R, et on suppose que
pour tout choix de a, b ∈ R tels que a < b,

µ(]a, b[) ≤ ν(]a, b[) <∞.

Montrer alors que µ(A) ≤ ν(A) pour tout borélien A.
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Corrigé : Tout d’abord, on remarque que µ(]a, b[) ≤ ν(]a, b[) si a, b ∈ R ∪ ±∞ (pour le voir,
on peut par exemple utiliser la sigma additivité de µ et ν), et que µ et ν sont des mesures de
Radon sur R.

SoitO un ouvert de R. Montrons que µ(O) ≤ ν(O). Il existe une suite d’intervalles (]an, bn[)n≥1,
avec an, bn ∈ R ∪ ±∞ telle que

O =
⋃
n≥0

]an, bn[

où l’union est disjointe. Ainsi

µ(O) =
∑
n≥0

µ(]an, bn[) ≤
∑
n≥0

ν(]an, bn[) = ν(O).

Puis, les mesures de Radon sur (R,B(R)) étant régulières extérieurement, on a pour tout A ∈
B(R):

µ(A) = inf{µ(O); A ⊂ O,O ouvert de R} ≤ inf{ν(O); A ⊂ O,O ouvert de R} = ν(A).

Cela conclut.

Exercice 6 (Borel–Cantelli revient). Soient f : R → R une fonction intégrable pour la mesure
de Lebesgue et α > 0. Montrer que pour presque tout x ∈ R, limn→∞ n

−αf(nx) = 0.

Indication : on pourra considérer, pour η > 0, les ensembles

Aη,n = {x ∈ R : n−α|f(nx)| > η}, n ≥ 1.

Corrigé : Pour η > 0 et n ≥ 1, on a Aη,n = 1
n {y ∈ R : n−α|f(y)| > η} . D’après l’inégalité de

Markov, la mesure de An,η est majorée par

λ(Aη,n) =
1

n
λ ({y ∈ R : |f(y)| > ηnα}) ≤ 1

n

1

ηnα

∫
R
|f |dλ =

1

nα+1

1

η

∫
R
|f |dλ.

Ainsi, la série de terme général λ(Aη,n) est sommable. D’après le lemme de Borel–Cantelli,

λ
(

lim sup
n

Aη,n

)
= 0.

On a donc montré que, pour tout η > 0, pour λ-presque tout x ∈ R, lim supn→∞ n
−α|f(nx)| ≤ η.

Ainsi, pour λ-presque tout x ∈ R, pour tout p ∈ N∗,

lim sup
n→∞

n−α|f(nx)| ≤ 1/p,

ce qui signifie que pour λ-presque tout x ∈ R, limn→∞ n
−αf(nx) = 0.

Exercice 7. Soit (E,E , µ) un espace mesuré de masse totale finie et f : E → R mesurable.
Montrer que:

f ∈ L 1(E,E , µ) ⇐⇒
∑
n≥1

µ({|f | ≥ n}) <∞.

Que se passe-t-il si la masse totale de µ est infinie?
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Corrigé : On a∫
E
|f | dµ =

∑
n≥0

∫
E
|f |1{n≤|f |<n+1}dµ

≤
∑
n≥0

(n+ 1)µ({n ≤ |f | < n+ 1})

=
∑
n≥0

(n+ 1)
(
µ({|f | ≥ n})− µ({|f | ≥ n+ 1}

)
=

∑
n≥0

µ({|f | ≥ n}) +
∑
n≥0

nµ({|f | ≥ n})−
∑
n≥0

(n+ 1)µ({|f | ≥ n+ 1})

= µ(E) +
∑
n≥1

µ({|f | ≥ n}).

Pour la dernière égalité, on a utilisé le fait que µ({|f | ≥ 0}) = µ(E). On montre de la même
manière que ∫

E
|f | dµ ≥

∑
n≥1

µ({|f | ≥ n}).

On obtient l’équivalence demandée.

Dans le cas où µ(E) = ∞, on peut avoir
∑

n≥1 µ({|f | ≥ n}) < ∞ avec f non intégrable.
Considérer par exemple f = 1

21R sur (R,B(R), λ).

Exercice 8 (Un résultat fondamental...). Soit f une fonction dérivable sur [0, 1], de dérivée f ′

bornée. Prouver que
∫ 1
0 f
′(x)dx = f(1)− f(0).

Corrigé : On définit sur [0, 1] la suite (gn)n≥1 par gn(x) = n(f(x+1/n)−f(x)) si x ≤ 1−1/n et 0
sinon. Pour x ∈ [0, 1[ fixé, gn(x) converge vers f ′(x). Soit M = supx∈[0,1] |f ′(x)|, qui est fini par
hypothèse. D’après le théorème des accroissements finis, |gn(x)| ≤M pour tout x ≤ 1− 1/n, et
cette inégalité est clairement vraie pour x ∈ [1− 1/n, 1]. Ainsi, |gn(x)| ≤M pour tout x ∈ [0, 1].
D’après le théorème de convergence dominée,∫ 1

0
f ′(x)dx = lim

n→∞

∫ 1

0
gn(x)dx.

Mais, en notant F (x) =
∫ x
0 f(t)dt,∫ 1

0
gn(x)dx = n

∫ 1−1/n

0
f(x+ 1/n)dx− n

∫ 1−1/n

0
f(x)dx

= n

∫ 1

1/n
f(x)dx− n

∫ 1−1/n

0
f(x)dx

= n(F (1)− F (1− 1/n))− n(F (1/n)− F (0)),

qui converge vers f(1) − f(0) lorsque n → ∞. En effet, la continuité de f en 0 et 1 implique
F ′(0) = f(0) et F ′(1) = f(1). Le résultat s’ensuit.

Remarque: Soit G(t) =
∫ t
0 f
′(u)du. En écrivant (G(t + ε) − G(t))/ε =

∫ 1
0 f
′(t + εu)du, on ne

peut pas utiliser le théorème de convergence dominée pour dire que cette quantité converge
vers f ′(t) lorsque ε→ 0. En effet, on a aucune hypothèse sur la continuité de f ′.
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Exercice 9. (Encore la fonction Γ)
Pour tout t > 0 on pose

Γ(t) =

∫ ∞
0

xt−1e−xdx.

1. Montrer que ceci définit une fonction de classe C∞ sur R∗+.

2. Montrer la formule d’Euler : pour tout t > 0,

Γ(t) = lim
n→∞

ntn!

t(t+ 1) . . . (t+ n)
.

Indication: on pourra considérer la suite de fonctions (fn)n≥0 définies par

fn : x ∈]0,∞[7→ 1]0,n[(x)
(

1− x

n

)n
xt−1.

Corrigé :

1. Pour tout t > 0, la fonction x ∈ R∗+ 7→ g(t, x) = xt−1e−x est intégrable donc Γ est bien
définie sur R∗+. De plus, pour tout k ≥ 1 et pour tout x > 0, g est k-fois dérivable par
rapport à t et

∂kg(x, t)

∂tk
= (ln(x))kxt−1e−x.

Pour tous A > a > 0, t ∈ [a,A] et x > 0, on a∣∣∣∣∂kg(x, t)

∂tk

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣(ln(x))kxA−1e−x
∣∣∣1{x≥1} +

∣∣∣(ln(x))kxa−1e−x
∣∣∣1{x<1},

et la fonction x ∈ R∗+ 7→ |(ln(x))kxA−1e−x|1{x≥1} + |(ln(x))kxa−1e−x|1{x<1} ∈ L1(R∗+, λ).
D’après le théorème de dérivation sous le signe intégrale, Γ est de classe Ck sur tout
ensemble de la forme [a,A] et ceci pour tout k ≥ 1. On obtient donc le résultat.

2. On fixe t > 0. On voit que la suite de fonctions (fn)n≥1 converge p.p. vers f : x ∈ R∗+ 7→
xt−1e−x et de plus pour tout x > 0, |fn(x)| ≤ xt−1e−x. Donc, d’après le théorème de
convergence dominée, on a

Γ(t) = lim
n→∞

∫ n

0

(
1− x

n

)n
xt−1 dx.

Or, en posant u = x/n, on a∫ n

0

(
1− x

n

)n
xt−1 dx = nt

∫ 1

0
(1− u)nut−1 dt = ntIn(t).

On montre par une intégration par parties que In(t) = (nIn−1(t + 1))/t pour tout n ≥ 1.
On en déduit que

In(t) =
n!

t(t+ 1) . . . (t+ n− 1)
I0(t+ n) =

n!

t(t+ 1) . . . (t+ n− 1)(t+ n)
.
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Exercice 10 (Pavage). On se donne un rectangle R = [a, b] × [c, d] tel qu’il existe un pavage de
R en petits rectangles

R =

n⋃
i=0

[ai, bi]× [ci, di]︸ ︷︷ ︸
Ri

,

tels que les rectangles intérieurs R̊i =]ai, bi[× ]ci, di[ soient deux-à-deux disjoints, et que pour
chaque i ∈ {0, 1, . . . , n}, au moins l’une des deux longueurs |bi − ai| ou |di − ci| soit entière.
Montrer alors que l’une des deux longueurs |b− a| ou |d− c| de R est entière.

Corrigé : On calcule ∫∫
R
ei2π(x+y)dxdy.

La fonction (x, y) 7→ ei2π(x+y) est dans L 1(R) (la fonction est bornée et l’ensemble d’intégration
est compact), donc

∫∫
R ... =

∑
i

∫∫
Ri
... Or sur chaque Ri, on a d’après le théorème de Fubini∫∫

Ri

ei2π(x+y)dxdy =
−1

4π2
(ei2πbi − ei2πai)(ei2πdi − ei2πci) = 0.

Donc ∫∫
R
ei2π(x+y)dxdy =

−1

4π2
(ei2πb − ei2πa)(ei2πd − ei2πc) = 0,

ce qui signifie que l’un des deux nombres |b− a| ou |d− c| est entier.
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