
PROCESSUS STOCHASTIQUES - TD 6
MARTINGALES - CONVERGENCE Lp - UNIFORME INTÉGRABILITÉ

Exercice 1 (Série aléatoire).
Soit (Xi)i≥1 une suite de variables indépendantes de Bernoulli de paramètre 1/2, i.e.P(X1 =
1) = P(X1 = −1) = 1/2 et αn une suite de réels positifs. On considère la série

Sn =
n∑
i=1

αiXi.

1. Montrer que si
∑
α2
i <∞ alors Sn converge presque sûrement.

2. (?) Montrer que si
∑
α2
i =∞ alors Sn oscille indéfiniment presque sûrement.

Exercice 2 (Théorème de Kakutani).
Soit X1, . . . , Xn une suite de variables aléatoires indépendantes positives de moyenne 1. Pour
n ≥ 0 on pose

Mn =

n∏
k=1

Xk (M0 = 1).

1. Montrer que (Mn) est une martingale qui converge p.s. vers M∞.

On pose pour n ≥ 1, soit an = E[
√
Xn] ∈ ]0, 1] et

Nn =

n∏
k=1

√
Xk

ak
(N0 = 1).

2. En utilisant le processus (Nn) montrer que les cinq conditions suivantes sont équivalentes

(a) E[M∞] = 1,

(b) Mn →M∞ dans L1 quand n→∞,

(c) la martingale (Mn) est uniformément intégrable,

(d)
∏∞
k=1 ak > 0,

(e)
∑∞

k=1(1− ak) <∞.

Montrer que si l’une des conditions précédentes n’est pas remplie alors M∞ = 0 presque
sûrement.

Exercice 3 (Loi du logarithme itéré.).
Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi normale N (0, 1) sur un espace de
probabilité (Ω,F ,P). On définit Sn = X1 + . . . + Xn. Le but de l’exercice est de montrer que
p.s. on a

lim sup
n→∞

Sn√
2n log log n

≤ 1 .

On pose h(x) =
√

2x log log x pour x ≥ e.
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1. Montrer que pour tous θ > 0 et c > 0, on a :

P
(

max
1≤k≤n

Sk ≥ c
)
≤ e−θcE

(
eθSn

)
.

En déduire que :

P
(

max
1≤k≤n

Sk ≥ c

)
≤ e−

c2

2n .

2. Soit K > 1. Majorer la quantité

P
(

max
1≤k≤Kn

Sk ≥ Kh(Kn−1)

)
et montrer que lim sup

n→∞
h(n)−1Sn ≤ K, p.s. Conclure.

Remarque : Il est possible de montrer que lim sup Sn√
2n log logn

= 1 p.s.

Exercice 4 (La loi du tout ou rien de Hewitt-Savage.). Tiré du poly de J.-F. Le Gall.
Soit (ξn)n∈N∗ une suite de v.a. i.i.d. à valeurs dans un espace mesurable (E, E). L’application
ω → (ξ1(ω), ξ2(ω), ...) définit une v.a. à valeurs dans l’espace produit EN∗

, qui est muni de la
tribu produit, la plus petite tribu rendant mesurable les applications coordonnées (x1, x2, ...)→
xi pour tout i ∈ N∗. Une fonction mesurable F définie sur EN∗

est dite symétrique si

F (x1, x2, ...) = F (xπ(1), xπ(2), ...)

pour toute permutation π de N∗ à support fini. On veut montrer que si F est une fonction
symétrique sur EN∗

, la variable aléatoire Y := F (ξ1, ξ2, ...) est constante p.s. Supposons, sans
perte de généralité, que F est bornée, donc Y dans L1.

1. On pose Fn = σ(ξ1, ..., ξn), Gn = σ(ξn+1, ξn+2, ...), Xn = E[Y |Fn] et Zn = E[Y |Gn]. Que
peut-on dire de (Xn)n∈N∗ et de (Zn)n∈N∗ ? En déduire que pour tout ε > 0, il existe n
assez grand tel que

E[|Xn − Y |] ≤ ε et E[|Zn − E(Y )|] ≤ ε .

2. Montrer qu’il existe un entier n et une fonction mesurable g : En → R telle que

E[|F (ξ1, ξ2, ...)− g(ξ1, ..., ξn)|] ≤ ε .

En déduire que
E[|Zn − g(ξn+1, ..., ξ2n)|] ≤ ε .

3. Conclure.

4. Donner un exemple d’application qui ne peut pas être déduit de la loi du 0 − 1 de Kol-
mogorov.
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