Td n° 6 d’Analyse fonctionnelle

TRANSFORMATION DE FOURIER

Séance du 30 mars 2012

Exercice 1.  Quelques questions sur la transformée de Fourier

1. Soit A ¢ R?% de mesure finie non nulle. Montrer que 14 appartient a L?(R?), mais
pas a L' (R9).

2. Existe-t-il deux fonctions f,g € S(R?) telle que f * g = 0?7 Que se passe-t-il si on
demande de plus que f,g € D(R?)?

3. Soit u € &'(R) et ay,...ar des réels non tous nuls tel que Zle a;0'u = 0. Montrer
que u = 0.

*

Exercice 2. Quelques questions sur les espaces de Sobolev H*

1. Vérifier que d9 € H® pour s < —d/2. Montrer que pour s > d/2, H® s’injecte
continument dans Co(R?)

2. Montrer que &'(R?) C U H*.
3. Montrer que l'injection de H*' dans H®2 pour s; > so est continue.
4. On suppose maintenant que s €]d/2,d/2 4+ 1[. Montrer que pour tout « € [0,1] et
z,y,§ : 4 ‘
|7 — eE] < 2]z — y[*[¢].
En déduire que pour tout o €]0,s — d/2][, il existe C(«a) tel que :
va,y e RY, DU o e,

|z —y[*

Conclure que H*(R) s’injecte contintiment dans C®(RY), ensemble des fonctions a-Holderiennes
bornées.

*

Exercice 3.  Transformée de Fourier de vpx
On rappelle que la valeur principale de 1/x est définie par :

V¢ € D(R), < vp, ¢ >= lim (/GMdaﬁL/oo de>.

o T x

1. Montrer que zvpz = 1.

2. Montrer que F(vp x) est impaire au sens des distributions, ¢’est-a-dire que, en notant
©’(z) = p(—x), on a < F(vpx), ¢’ >= — < F(vpx),p >.
3. En déduire F(vpz).
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Exercice 4. Formule sommatoire de Poisson
On considére une fonction f € C%(R) telle que f’ et f” sont intégrables et qu'il existe
une constante C' telle que

C

@] <

On fixe une période a € R et on pose S(z) => " f(x + na).

1. Montrer que S est bien définie, continue et périodique et calculer ses coefficients de
Fourier.

2. Montrer la formule sommatoire de Poisson :

o0

> sy =2 3 FT,

ol f est la transformée de Fourier de f.
3. Application : Soit ©(z) = > 2 e~ Montrer que pour tout x > 0, on a
O(z) = J-0(3)-
NZ3 T

4. Application (théoréme d’échantillonage de Shannon) : Soit f € S'(R) telle que f(£) =
0 si || > F. Montrer que
. w(t—nT
£(t) = 3 fn)sine( "),

ne’

ou sinc(z) = S et T = 7.
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