Td n° 6 d’Analyse fonctionnelle

Lo1 DE WEYL

Séance du 20 Mars 2015

Rappels du TD précédent Soit  un ouvert connexe borné régulier de R%. Etant donné
f € L3(9Q), il existe un unique u € H(Q) tel que —Au = f. On note (—A)~L(f) = u.
Il existe une suite croissante A, — oo et une base hilbertienne de L?(£2), notée (e, )nens C
H(9) telle que
—Ae, = A\nen.

Les e, sont dans C*().

Exercice 1. Autour de la premiére valeur propre du Laplacien

1. Montrer que vAy = inf,c g ) L1 |Vul||z2 En déduire que 1/4/A; est la constante
optimale dans I'inégalité de Poincaré, et que cet optimum est réalisé uniquement sur 1’es-
pace propre E), associé a A;p.

2. Soit g € C?(Q) telle que —Ag > 0. Montrer que pour tout € < d(z, 9),

u%;@ké()g@Mygg@)

3. En déduire que si g € C?(Q) est telle que —Ag > 0 et g = 0 sur 99 alors soit g > 0
sur §2, soit g = 0.

4. Si f € E\,, montrer que |f| € E),. En déduire que —A|f| > 0.

5. En déduire e; ne change pas de signe, et que E), est de dimension 1 (engendré par
61).

6. Montrer que si Q = B(0,1) (d > 2), e est & symétrie sphérique.

*
Exercice 2. Estimation de Weyl 1
1. Principe du minimax : montrer que
Ap = min  max |Vul?

VCHj, u€V,
dim(V)>n llull p2=1

2. En déduire que si Q1 C sy sont deux ouverts connexes bornés, A, (Q2) < A\, (Q1).
On note No(A) = #{ A\, (2) < A}. Montrer que Ng,(\) > No, (A).

3. Quelles sont les valeurs propres et les vecteurs propres associés quand Q =0, a[*?
Indication : On pourra utiliser la décomposition en série de Fourier.

4. En déduire une estimation de Ny qa(A) quand A — oo.

5. On note 1 =]0,a[? et Qp =]0,2a[x]0,a[?"!. Montrer que A2,,(22) < A\ (€4). En
déduire Ng,(A) > 2Ngq, ().
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6. En écrivant un ouvert borné {2 comme la limite d’ouverts constitués de petites briques
[0,a]? avec a de plus en plus petit, montrer que
.. Na(A
lim inf a(}) > |Q|

Cd
A—00 )\g B (27T)d

oll ¢4 est le volume de la boule unité en dimension d.
*

Soit € un ouvert tel que Q@ C . On définit H'(Q2) comme la restriction a 2 des
éléments de H&(Q’ ). H' est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

<u,v >= / uv + Vu.Vo.
Q

Exercice 3. Probléeme de Neumann

1. En utilisant le théoréme de Lax Milgram montrer que pour tout f € L?(1), il existe
un unique u € H(Q) tel que

Yo € HY(Q) /u.v—i—Vv.Vu: /fv.

On dira alors que u est solution faible de

—Au+u=f sur 2
n.Vu =0 sur 0€2.

Ou on a noté 77 le vecteur normal au bord de €.

2. Montrer qu’il existe donc une suite croissante AYY — 0o et une base hilbertienne de
L2(Q2), notée (eN),en- € H(Q) telle que

{ —Aell = MVelN sur 0

n -n

i.Vell =0 sur Of.

3. Montrer que
M= min  max ||Vul?
VCH?, u€eV,
dim(V)>n |lull 2=1

Exercice 4.  Estimation de Weyl 2
On note A\? les valeurs propres associées au probléme de Dirichlet, et A\Y celles associées
au probléme de Neumann. On note NY (A) = #{\Y(Q) < A} et NF () = #{\D(Q) < A}
1. Montrer que NP (A) < NY(N).

2. En suivant la méme démarche que dans ’exercice 2, montrer que

Na(A
lim sup 2(Y) < |9

Cd
A—>00 g (27’[’)d

3. En déduire que
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