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TD6 : EXTENSIONS DE CORPS ; CORPS
FINIS

Diego Izquierdo

Nous avons traité les exercices 3, 7, 9, 11, 13, 25 et 15 pendant la séance. J’ai mis
un corrigé partiel de l’exercice 24 du TDS5, puisque nous ne l’avons finalement pas traité
pendant le séance...

Exercice 24 du TD5 : Quelques calculs explicites
1. Déterminer le polynéme minimal de V2 4+ /3 sur Q.
2. Déterminer le polynome minimal de 1+ /2 + 3/4 sur Q.

Indications : Le polynome X2 — 2 € Q[X] est irréductible d’aprés le critére
d’Eisenstein. Donc l'extension Q(¥/2)/Q est de degré 3. Une base est donnée par
(1, 2, \3/1) Dans cette base, la matrice de la multiplication par 1 + /2 + 3v/4
est :

1 6 2
1 11
3 11

Son polynéme caractéristique est —X? + 322 + 10X + 8. Comme 1+ /2 + 3v/4
n’est pas dans Q, son polynéme minimal est de degré 3 : c’est X>—3X2—-10X —8.

3. Calculer [Q(a) : Q] ot o = 10%/5 + 71/3,

Indications : Par le critére d’Eisentein, les polynomes X° — 10 et X3 — 7 de
Q[X] sont irréductibles donc [Q(10'/5) : Q] = 5 et [Q(7/?) : Q] = 3. Comme 3
et 5 sont premiers entre eux, cela montre que [Q(10'/°,7'/3) : Q] = 15. On en
déduit que [Q(a) : Q][15.

Soit maintenant P € Q[X] le polynéme minimal de « sur Q. Soit Q = (X —
71/3)5 — 10 € Q(7/3)[X]. On remarque que Q(a) = 0. Comme Q(c,7'/3) =
Q(10'/%,7'/3), 1e polynéme minimal de a sur Q(7'/?) est de degré 5. C’est donc
le polyndme Q. On en déduit que @ divise P. Comme @ ¢ Q[X], le degré de
P est au moins 6. Par conséquent, [Q(a) : Q] > 6. Comme [Q(a) : Q]|15, on a
[Q(e) : Q] = 15.

Exercice 1 : Partiel 2012
Soit K un corps. Soit L une extension algébrique de K contenue dans K (X).
Montrer que L = K.

’ Indications : Voir le corrigé du partiel 2012. ‘

Exercice 2 : Fractions rationnelles telles que F(z) = F (1)

Soit K un corps. Soit L = {F € K(z) | F(z) = F(1)}. Montrer que
K(y) — L,F(y) — F(z + 1) est un K-isomorphisme de corps. C’est ce
résultat qui explique par exemple pourquoi, pour résoudre les équations de
la forme 2220 apz® = 0 avec a; = ag_; pour chaque k, il suffit de savoir
résoudre les équations de degré 3.
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Indications : On voit immédiatement que K (z + ) C L. De plus, comme x est
racine du polynome 2 — (z + 1)t +1 € K(z + 1)[t], Pextension K(z)/K(z+ 1)
est de degré au plus 2. Comme L # K(z), on en déduit que L = K(z + 2).
Reste & voir que = + % est transcendant sur K, ce qui découle immédiatement de
I’exercice 1.

Exercice 3 : Polyn6mes minimaux

Soient K un corps et L une extension finie de K. Soient x,y deux éléments
de L, et P,, P, leurs polynomes minimaux respectifs sur K. Montrer que P,
est irréductible sur K (y) si et seulement si P, est irréductible sur K (z).

Indications : Supposons que P, est irréductible sur K(y). On a alors [K(z,y) :
K(y)] = deg(P). Donc [K(z,y) : K| = [K(z,y) : K(y[K(y) : K] =
deg(P,) deg(Py). Comme [K(z,y) : K] = [K(z,y) : K(2)][K(z) : K] = [K(x,y) :
K(z)] deg(P,), on en déduit que deg(P,) = [K(z,y) : K(z)]. Cela montre que P,
est irréductible sur K (z). En renversant les roles de x et y, on obtient 'implication
réciproque.

Exercice 4 : Partiel 2012

Soit L/ K une extension de corps algébrique de corps. Soit P € L[X]. Montrer

qu'il existe ) € K[X] divisible par P dans L[X].

’ Indications : Voir le corrigé du partiel 2012. ‘

Exercice 5 : Irréductibilité de polynémes et extension de scalaires

Soient K un corps et P un polyndéme irréductible de degré n sur K. Soit L

une extension finie de K de degré premier a n. Montrer que P est irréductible

sur L.
Indications : Soit M un corps de décomposition de P sur L. Soit x une racine
de P dans M. On a deg(P) = [K(z) : K|. De plus, [K(z) : K] et [L : K]
divisent [L(z) : K|. Comme [L(z) : K] et [L : K| sont premiers entre eux, on
en déduit que [K(z) : K|[L : K] divise [L(z) : K]. Or [L(z) : K] = [L(x) :
LIIL : K] < [K(x) : K][L : K]. Donc [L(z) : K] = [K(z) : K|[L : K], et
[L(z) : L] = [K(x) : K] = deg(P). On en déduit que P est irréductible.

Exercice 6 : Un contre-exemple

Soient K = Q(T') et ses deux sous-corps K; = Q(T?) et Ky = Q(T?% —T).

Montrer que K est algébrique sur K et K5, mais pas sur K; N K.

Indications : Comme T est racine des polynomes X2 — T? € K;(X) et X2 —
X —T?+T € Ko(X), le corps K est algébrique sur K; et Ks. Montrons que
K1 N Ky = Q. Soient Fy € Q(T) et Fy € Q(T) telles que Fy(T? — T) = F»(T?).
Soit F' = Fy(T?). Comme Fy(T — T?) est invariante par T + 1 — T et Fy(T?)
est invariante par T — —T, F est invariante par T +— T + 1. Mais alors, les zéros
et les poles de F' dans Q sont invariants par ¢ — t + 1. Comme F ne peut avoir
qu’un nombre fini de zéros et de poles, on en déduit que F n’a pas zéros ni de
poles. Par conséquent, F' € Q et K1 N Ky = Q.

Exercice 7 : Corps de décomposition
Déterminer les corps de décomposition des polynomes suivants de Q[X], ainsi
que leur dimension sur Q :

X2-3, X3-2 (X?-2)(X?-2), X°-7, X*44, X643, X5+16.
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Indications :

e Le corps de décomposition de X? — 3 est Q(v/3). Comme v/3 ¢ Q, [Q(v/3) :
Q-2

e Le corps de décomposition de X3 — 2 est Q(3/2,p). Comme X3 — 2 est ir-
réductible sur Q, on a [Q(+/2) : Q] = 3. De plus, p> + p+ 1 = 0, donc
Q(2,p) : QYD) < 2. Mais p & Q(¢2). Done [Q(V2,0) : Q2)] = 2
et [Q(\d/i p) Q] = 6.

e Le corps de décomposition de (X3 —2)(X2—2) est Q(v/2,v2,p) = Q(+/2, p). En
procédant comme dans le point précédent, on a [Q(v/2) : Q] = 6 et [Q(V/2, p) :
Q(Y/2)] = 2. Donc [Q(V2,p) : Q] = 12

e Le corps de décomposition de X°—7 est Q(+/7,(5) ot (5 est une racine primitive
5-iéme de 1'unité. Le polynéme X°—7 est irréductible par le critére d’Eisenstein.
Donc [Q(¥/7) : Q] = 5. Le polynome ¢5 = X4 + X3 + X2 + X +1 € Q[X], qui
annule (5, est aussi irréductible (appliquer le critére d’Eisenstein a ¢5(X 4 1)).
Donc [Q(¢s) : Q] = 4. On en déduit que 20/[Q(v/7,¢s) : Q). Mais [Q(V/7,¢5)
Ql = [Q(¥/7,¢) : QU/TNIQ(YT) : Q] < 20. Done [Q(¥7,¢5) : Q] = 20.

e Le corps de décomposition de X* + 4 est Q(v/2(g,i) = Qi) ot (g = eT =
V2(1+1i). On a [Q(i) : Q] = 2.

e Le corps de décomposition de X¢ + 3 est Q(iv/3,(s) = Q(iv/3) avec (s =
e3 = % Comme le polynome X6 — 3 est irréductible d’aprés le critére
d’Eisenstein, [Q(iv/3) : Q] = 6.

e Le corps de décomposition de X®+16 est Q(C16v/2,Cs) = Q(C16) ol (g = e =
\/5(1 +1i) et (16 = €5 . Le polynéme ¢g = X®+1 annule (4 et est irréductible
(appliquer le critére d’Eisenstein & ¢g(X + 1)). Donc [Q((16) : Q] = 8.

Exercice 8 : Sous-corps de K = Q(2'/3, p)
Soient, p = /3 € C et K = Q(2'/3, p).
1. Déterminer le degré de K sur QQ, et exprimer K comme le corps de
décomposition d'un polynéme bien choisi.
2. Déterminer tous les sous-corps de K ainsi que leur degré.

Exercice 9 : Partiel 2011
Soit K un corps de caractéristique p > 0. Soit a € K. Considérons le poly-
nome P = X? — X — a. Soit L un corps de décomposition.
1. Soit x € L une racine de P. Montrer que les racines de P sont x,x +
1,..,z2+p—1

Indications : Soit y € {0,1,...,p—1}. On calcule P(x+y) = (z+y)? — (z+y) —
2a = 2P +yP —x—y—2a = P(z)+ P(y) = 0. Cela montre que z,z+1,...,z2+p—1
sont des racines de P. Comme P a au plus p racines, ce sont les seules.

2. Montrer que P est soit scindé soit irréductible.

Indications : Si P posséde une racine dans K, alors il est scindé d’aprés la
question précédente. Supposons donc P sans racines. Soit @ € K[X] un polynoéme
irréductible divisant P. Soit y une racine de () dans L. D’aprés la question 1., si
d = deg @, le coefficient de degré d — 1 dans @ s’écrit sous la forme dy + b avec
b € K. On en déduit que dy € K. Comme y ¢ K, on en déduit que d = p, et
donc P est irréductible.
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3. Montrer que, si P n’a pas de racines dans K, alors [L : K] = p.

Indications : D’aprés 1., L = K(x). D’aprés 2., P est irréductible. Cela impose
que [L: K] =deg P = p.

Exercice 10 : Degré du corps de décomposition d’un polynéme de

degré 3

Soit K un corps. Considérons P un polynome de degré 3 sur K et L son

corps de

décomposition.

1. Montrer que [L: K] € {1,2,3,6}.

Indications : Soient z, y et z les racines de P dans L. On suppose sans perte
de généralité que [K(z) : K] < [K(y) : K] < [K(2): K]. Ona L = K(z,y,2) =

K(x,y). Si P est irréductible, on a [K(z) : K] =3 et [K(x,y) : K(x)] < 2, donc
[L: K] e {3,6}. Sinon, x € K, et donc L = K(y) est de degré au plus 2 sur K.

2. Montrer que P est irréductible si, et seulement si, [L : K| € {3,6}.

|

Indications : Voir question 1. ‘

3. Supposons P irréductible. Soit A son discriminant. Montrer que [L :

K]

= 3 si, et seulement si, A est un carré dans K.

Indications : Notons z,y, z les racines de P. Supposons que A ¢€ (K*)2. Alors
L contient K(v/A) et [K(v/A) : K] = 2. Donc 2|[L : K]. En utilisant la question
2., on en déduit que [L : K] = 6.

Réciproquement, supposons maintenant que A € (K*)2. Si x = y = z, le résultat
est évident. Supposons alors, sans perte de généralité, que x # y et z # z. On a
alors (r —y)(x —2)(y — z) € K. Notons a = yz et b = y+ z. Ce sont des éléments
de K(z), et on a :

(x—y)(x—2)=2%>—br+ac K(zx)~.

Donc y — z € K(x). On en déduit que y et z sont dans K(z), et donc que
[L:K]=[K(): K]=3.

4. Calculer [L : K] dans les cas suivants :

(2)

(b)

(c)

(d)

K=0Q,P=X3-3X2-6X—20;

Indications : On remarque que P(5) = 0. On factorise P = (X —5)(X2+2X +4).
Le polynome X? + 2X + 4 est irréductible. Donc [L : K] = 2.

K=Q,P=X3+3X2—-3X —4;

Indications : On remarque que P(X + 1) est un polynome d’Eisenstein donc P
est irréductible. Soit @ = P(X — 1) = X3 — 6X + 1. Le discriminant de ) vaut
—4(—6)3 — 27 = 837. Ce n’est pas un carré dans Q. Donc [L : K] = 6.

K=Q(@), P=X°—6iX2— 9X + 3i;

Indications : On sait que 3 est irréductible dans Z[i]. Le critére d’Eisenstein
montre donc que P est irréductible. Soit Q@ = P(X + 2i) = X3 + 3X +i. Le
discriminant de @ vaut —4 - 3% — 27 - > = —81. C’est un carré dans Q(i). Donc
[L: K]=3.

K=R(T),P=X3+(T"-1)X+T°-1.
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Indications : Le critére d’Eisenstein montre que P est irréductible. Son discrimi-
nant vaut —4(7% —1)3—27(T% —1)? = —(T —1)?(31T* 4+ 6273+ 8172 4+ 46T +23).
Comme —23 n’est pas un carré dans R, on en déduit que [L : K] = 6.

Exercice 11 : Extensions de degré 2
Soient K un corps et L/K une extension de degré 2. On suppose la caracté-
ristique de K différente de 2.
1. Montrer qu'il existe z € L \ K tel que lon ait L = K(z) et 2? € K.
2. Montrer alors 'égalité L*2 N K* = K*? U 2?2 K2,
3. Soient y,z € K*. Montrer que K(,/y) et K(,/z) sont isomorphes en
tant que K-algébres si et seulement si zy~! est un carré dans K.

Exercice 12 : Extensions de degré 2 en caractéristique 2
Soient K un corps et L/K une extension de degré 2. On suppose que carac-
téristique de K est égale a 2.
1. Supposons que L n’est pas de la forme K(z) avec 2> € K. Montrer
qu’il existe z € L tel que 'on ait L = K(z2) et 2 — 2 € K.
Indications : Un élément y de L\ K engendre L et vérifie une équation du type

y? —ay —b = 0 avec a,b € K. Parce que L n’est pas de la forme K(,/7), on a

a # 0 et on peut donc prendre z = a~'y.

2. En déduire une classification des extensions de degré 2 de K & isomor-
phisme de K-algébres preés.

Indications : Les éléments a de L vérifiant a?> —a € K sont K U (z+ K). De ce

fait, deux extensions K[X]/(X?—~X —x) et K[X]/(X?—X —y) sont isomorphes en

tant que K-algebres si et seulement si © — y est dans l'image de 'automorphisme

Fa-linéaire a — a®> — a de K. De plus, pour z € K*, K[X]/(X? — X — z) n’est

isomorphe & aucun K[X]/(X? —y) puisque les seuls éléments de carré dans K de

K[X]/(X? — X — x) sont les éléments de K.

Exercice 13 : Extensions engendrées par deux racines carrées
Soient K un corps de caractéristique différente de 2. Soient x,y € K*.
1. Montrer que I'extension K (y/z, \/y) de K est de degré 4 si et seulement
sionaz,y,xy € KX~ K*2
Indications : Si z € (K*)?, alors K(y/z,,/y) = K(\/y) est de degré au plus
2 sur K. Il en est de méme si y € (K*)2 Si zy € (K*)?, alors K(/z,/y) =

K(y/z,/ry) = K(y/x) est de degré au plus 2 sur K.
Réciproquement, supposons que z, y et xy ne sont pas des carrés dans K. Alors

K(y/x)/K et K(\/y)/K sont des extension de degré 2. De plus, comme z/y n’est

pas un carré dans K, on a K (y/z) # K(/y). On en déduit que K (v/z, \/y)/ K (/)
est une extension non triviale, a fortiori de degré 2. Donc [K(\/x,\/y) : K] = 4.

2. Dans ce cas, montrer que les seuls corps intermédiaires entre K et

K (V. /5) sont K, K(y/2), K(,/i) et K(/. \/5).
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Indications : On dispose de deux extensions intermédiaires évidentes, & savoir
K et K(\/z,./y). Les autres extensions intermédiaires sont de degré 2 sur K. Soit
L une telle extension intermédiaire. Il existe 2 € L\ K et a € K tels que 2% = a.
On a L = K(z). On écrit z = a + by/z + ¢\/y + d\/Ty. On a alors les relations
ab+ycd = ac+xbd = ad+bc = 0. On obtient alors b(—c? +xd?) = acd+zbd* = 0.
Comme z n’est pas un carré dans K, cela montre que b = 0 ou ¢ = d = 0. Si
b = 0, on obtient aussi ¢ = 0 ou d = 0, donc L = K(\/zy) ou L = K(\/y).
Sic=d=0, L= K(y/x). Les extensions intermédiaires sont donc K, K(y/x),
K(y5). K(y3). K(VT.\/i).

Exercice 14 : Partiel 2014
Soit K un corps de caractéristique différente de 2. Soient a,b € K*, avec
b ¢ K*2 Soient K; = K(vb) et L = K(a) avec o = a + v/b. On rappelle
(exercice 12) que K* N K[? = K*? U bK 2.
1. Montrer que L = K; si, et seulement si, il existe d € K* tel que
a?—b=d*et 2(a+d) e K*2
2. Montrer qu’il existe 8 € L* tel que 32 = a — Vb si, et seulement si,
a? —be K*2UbK*2.
3. Calculer K> N L*2.
4. Montrer qu’il existe ¢ € K* tel que L = K(\/E, V/¢) si, et seulement
si, a®> — b e K*2

Exercice 15 : Sommes de carrés
Soit o € C tel que o = 1+ pv/2.
1. Montrer que le corps Q(«) est une extension de degré 6 de Q.

Indications : On remarque que « est racine de P = X% — 3X% + 3X2 — 3. Ce
polynéme est irréductible par le critére d’Eisenstein. Donc Q(«) est une extension
de degré 6 de Q.

2. Dans Q(«), le nombre —1 est-il une somme de carrés?

Indications : Le polynéme P a aussi 3 = v/1 + /2 pour racine. On a donc des
Q-isomorphismes de corps :

Qo) = Q[X]/(P) = Q(B).

Comme Q(8) C R, on ne peut pas écrire —1 comme somme de carrés dans Q(3).
1l en est donc de méme dans Q(«).

Exercice 16 : Penser a utiliser la trace!
Le nombre v/2 est-il dans Q(v/3)?
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Indications : Soient L = Q(v/2) et M = Q(+/3). Ce sont des extensions de
degré 7 de Q. Supposons que v/2 soit dans Q(v/3). Alors L = M et, pour chaque
entier naturel j, la famille B; = (V2k3ki)g<p< est une Q-base de L = M. Il en
est de méme de la famille B = (V/3F)g<g<g. Ecrivons v/2 = 2220 apV/3F avec
les a; € Q. Pour chaque entier j, en calculant dans la base B;, on remarque
que T‘rL/Q(\7/2 -37) = 0. De méme, en calculant dans la base B, on voit que
TrL/Q(\ﬁ) = 0. En écrivant pour chaque j € {0,...6} la relation : v2-37 =
2220 apV/3k+i et en prenant les traces de ces relations, on obtient que ay =
a1 = ... = ag = 0 : absurde!

Exercice 17 : Est-il un carré?
Le nombre 1 + v/2 est-il un carré dans Q(v/2) ?

Indications : La famille (1, v/2, v/4) est une Q-base de Q(+/2). Dans cette base,
on calcule NQ(%)/@(l + V/2) = 3. Comme 3 n’est pas un carré dans Q, on en

déduit que 14 /2 n’est pas un carré dans Q(V/2).

Exercice 18 : Groupe additif d’un corps fini
Soient n € N* et p un nombre premier. Quel est le groupe additif (Fpn,+)?

Indications : Comme Fj» est un [F,-espace vectoriel de dimension n, c’est
(Z/pZ)".

Exercice 19 : Intersections de corps finis

Soient p un nombre premier et n, s, ¢ trois entiers avec s|n et t|n. Soient K et
L les sous-corps de F,n de cardinaux respectifs p* et p'. Quel est le cardinal
de KNL?

Indications : Notons ¢, : Fyn — Fpyn, x — 2P le Frobenius. Soit G' le sous-groupe
de Aut(F,») engendré par ¢,. C’est un groupe cyclique d’ordre n. On remarque

s t
que K = ]Fgﬁ et L = ]F;fﬁ,. Donc KNL = IFII,{L ou H est le sous-groupe de G
engendré par ¢, et <p§). On reconnait immédiatement que H est engendré par

sAt

@3 Donc KN L = Fﬁﬁ est d’ordre p/t.

Exercice 20 : Un isomorphisme
Montrer que les anneaux F3[X]/(X? + X + 2) et F3[X]/(X? +2X + 2) sont
isomorphes. Exhiber un isomorphisme explicite.

Indications : Comme les polynémes X2+ X +2 et X2 42X +2 sont irréductibles
sur F3, les deux anneaux proposés sont des extensions de degré 2 sue Fj : ils sont
donc isomorphes & Fg. On définit un isomorphisme par :

F3[X]/(X? 4+ X +2) — F3[X]/(X? +2X +2)
X = -X.
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Exercice 21 : Rattrapage 2014
Pour tout entier n > 0, on note P, I'’ensemble des polynémes irréductibles
de degré n a coefficients dans Fs.

1. Montrer que [[;cp, [ = );f—_’;(( € Fy[X].

Indications : On sait que [[;p pup, [ = X' — X € F2[X] et que
16_
erplupzf = X* — X € F5[X]. Donc erp4f = H € Fo[X].

2. Expliciter tous les éléments de P;.

Indications : D’apreés la question précédente, |Py| = 3. Soit Q € P4 et écrivons
Q=X*"+@X3+¢X?+q@X+q. Comme @ n’a pas de racines, on a forcément
qo=1et (g3,92,q1) € {(1,1,1),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}. Parmi les quatre poly-
nomes ainsi obtenus, on a X* + X2 +1 = (X2 + X + 1)2. Donc P; est constitué

des polynémes X4+ X3+ X2+ X +1, X*+ X3 +1et X*+ X+ 1.

3. Déterminer | FPg|.

Indications : Comme & la question 1, on a :

_ (XM - XX - X)
fIE—IIDBf_ (X8 — X)(X* - X) e Fy[X].

En comparant les degrés, on a 6|Ps| = 64 + 2 — 8 — 4, donc |Ps| = 9.

Exercice 22 : Dénombrement de polynémes irréductibles
On définit la fonction p : N* — {—1,0,1} par u(1) = 1, p(pr...pr) = (=1)"
si p1, ..., pr sont des nombres premiers distincts et p(n) = 0 si n est divisible
par le carré d’un nombre premier.

1. Soient f et g deux fonctions de N* vers C telles que :

Vn e N g(n) =Y f(d).

dn

Montrer la formule d’inversion de Mdbius :

e N f(n) = > g(du (%)
dn

2. Soient m € N* et ¢ € N* une puissance d’un nombre premier. Dé-
duire de la question précédente une formule explicite pour le nombre
de polynomes irréductibles de degré m a coefficients dans F,.

Exercice 23 : Partiel 2013

Soient p et ¢ deux nombres premiers distincts, avec p impair. Soit K un corps
de décomposition du polynome séparable X? —1 € F,[X] et soit w une racine
primitive p-iéme de 'unité dans K. Pour toute partie Z de Z/pZ, on pose
Pz(X) = I];c,(X —w') € K[X]. Pour tout entier r premier a p, on note
aussi rZ C Z/pZ 'image de Z par la bijection z — rz de Z/pZ.

8
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1. Montrer que P € F,[X] si, et seulement si, ¢Z = Z.
2. Quels sont les degrés des facteurs irréductibles de X7 — 1 dans Fy[X]?
Dans F3[X]? De X7 — 1 dans Fy[X]?
On pose Zf = {x € (Z/pZ)* |3y € (Z/pZ)*,x = y*} et Z; = (Z/pZ)* \ Z}
et on suppose a partir de maintenant que la classe de ¢ modulo p est dans
Zt.
! 3. Quels sont les cardinaux de Z " et Z 7
4. Montrer que Pzg,'t € F,[X]. En déduire que le polynome cyclotomique

¢p = 2= Nest pas irréductible dans F,[X].
On suppose a partir de maintenant ¢ = 2 et p tel que 2 € Z;r.
5. On pose QF = 37, = X' € F,[X]. Calculer Q*(X)? et en déduire
{QF(w), Q" (w)} ={0,1}.
On suppose a partir de maintenant Q@ (w) = 0 et Q@ (w) = 1, ce qu’on peut
toujours faire quitte a changer de racine primitive w.
6. Montrer que Py = ¢, A Q.
7. Décomposer le polynome X7 — 1 en produit de facteurs irréductibles
dans F,[X]. Méme question avec le polynome X17 — 1.

’ Indications : Voir le corrigé du partiel 2013.

Exercice 24 : Quand 5 est un carré modulo p?
Soit p un nombre premier différent de 5. Soit L un corps de décomposition
du polynome ¢5 = X* + X? + X2+ X +1 € F,[X].

1. Montrer que L est engendré par une racine de ¢s.

Indications : Si ( est une racine de ¢s, alors les autres racines de ¢5 sont (2, (3
et ¢4

2. Montrer que [L:F,] est égala 1sip=1 mod 5, 2si p=—1 mod 5,
48 p=+42 mod 5.

Indications : Si p = 1 mod 5, alors (F,)* = Z/(p — 1)Z posséde un élément
d’ordre 5, qui est une racine de ¢s. Donc [L : F),] = 1 grace & la question 1.
Supposons p = —1 mod 5. Dans ce cas, (F,)* = Z/(p — 1)Z ne posséde pas
d’élément d’ordre 5, donc [L : Fp)] # 1. Par contre, ]F;2 =~ 7./(p* — 1)Z posséde un
élément dordre 5. Donc ¢5 a une racine dans 2, et [L:F,] = 2.
Supposons p = +2 mod 5. On remarque que IE‘; =~ 7/(p? — 1)Z ne posséde pas
d’élément d’ordre 5. Donc [L : F,] > 2. Par contre, ¢5 posséde des racines dans
F,a. Donc [L : F,| = 4.

3. Soient ¢ € L une racine de ¢5 et § = (+¢'. Montrer que (268+1)? = 5.

Indications : On calcule

(28+1)? =482 +4B+1 =4 +4¢C 2 +8+4C+4C +1=4¢5(¢) +5=5.

4. Déduire des questions précédentes que 5 est un carré dans I, si, et
seulement si, p = £1 mod 5.
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Indications : Soit ¢, : L — L,z + xP. On sait que 5 est un carré dans L. Une
de ses deux racines carrées est 25 4+ 1. On remarque que :

ep(B) =P+ (7P

Cetta quantité vaut (+¢ ' sip = +1 mod 5, (*+¢ 2 sinon. On a donc ¢, (8) = 3
si, et seulement si, p = £1 mod 5. Donc 25 + 1 € [F,, si, et seulement si, p = £1
mod 5, ce qui achéve la preuve.

Exercice 25 : Polynomes de la forme X7 — X —q

Soient F' un corps de caractéristique p > 0 et £ > 1 un entier. On rappelle
que, pour tout a € F, le polynéme X? — X — a est soit irréductible, soit
scindé sur F' (exercice 10).

1. Soit x € F tel que ' — gz e F,. Montrer que I’ contient un sous-corps
contenant x isomorphe a un sous-corps de .

2. Soient a € Fp et P = X?* — X — a. Montrer que, si P est irréductible,
alors p¥|pk. En déduire pour quelles valeurs de p, k et a le polynome P
est irréductible.

3. Supposons que k > 1 et soit a € F,x. Montrer que le polynéme Xt —
X —a € Fy[X] n'est pas irréductible.

Exercice 26 : Théoréme de Chevalley-Warning
Soit P € F,[X;, ..., X,,] homogéne de degré d avec 0 < d < n. Soit V =
{(z1, s 20) € FY|P(21, ..., 7,) = 0}

1. Soient @ =1 — Pt e F et S =3 . Q(z). Montrer que S = [V|

dans F,.
Indications : Pour z € I}/, on remarque que Q(z) = 0si P(z) # 0 et Q(z) =1
si P(z) =0.

2. Montrer que S = 0.

10
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Indications : Soit ¢ un générateur de F;*. On considére un monome z7'...z;"

avecry + ...+ r, =d(g—1) :

n
E qu...x;":H E x"

x€Fn i=1acF,

n

11 qicj” « qltilr=0}

i=1,r;#0 j=1

avec la convention ¢° = 1. Cette quantité vaut 0 s’il existe i tel que ¢ — 1 ne
divise pas r; ou tel que r; = 0. Ces conditions sont forcément satisfaites pour
r1+ ...+ 1, =d(q— 1) puisque d < n. Donc :

1 Tn —
E xl.“xg‘—-

weF;

Par linéarité, > p. Q(x) =0, et S =0.

3. Déduire de ce qui précede que P admet un zéro non trivial dans Fy.

Indications : On a |V| > 0 puisque P(0,...,0) = 0. De plus, avec les deux
questions précédentes, si p = car(F,), on a p||V]. Donc |V| > 1.

4. Par contre, il existe un polynéme P € F X, ..., X,,] homogeéne de
degré n dont 'unique zéro dans Fy est (0, ..., 0). Pouvez-vous exhiber
un tel polynoéme ? Vous pourrez vous aider de la fonction norme N, /5, -

Indications : Soit wy,...,w, une Fs-base de Fy». On remarque immédiatement
que :
fiFy = Fy, (21,0, 20) = N F, (r1w1 + ... + Tpwn)

est en fait une fonction induite par un polynéme P € F,[Xq, ..., X,,] homogéne
de degré n. Ce polyndome convient, puisque le seul élément de Fy» de norme nulle
est 0.

Exercice 27 : Cloture algébrique d’un corps fini
Soit p un nombre premier. Montrer que |~ F,n est une cloture algébrique

de IF,.
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