Corrigé - TD 7

Convolution, Transformée de Fourier

Exercice1l. 1. Soient f une fonction localement intégrable sur R" (c’est-a-dire intégrable sur
tout compact de R") et ¢ une fonction de classe C* a support compact. Montrer que la
fonction ¢ * f est définie pour tout x € R™ et est de classe C*°.

1
2. Montrer que ¢: € R > exp (— 172> 14|z|<1y est une fonction C* a support compact.
— X

3. (Fonctions plateaux C*). Soit K un compact de R" et U un ouvert de R" avec K C U.
Montrer qu’il existe f une fonction C* a valeurs dans [0, 1] telle que

f=1sur K, f=0surU°.
Corrigé :
1. On note K un compact tel que supp(yp) C K. Soitz € R". On a

lp(@ —y) f ()| < [lellool f(¥) 11—k (v)-

Or la fonction y — |f(y)|1z—k(y) est intégrable. Donc ¢ * f est définie pour z. Soit
M > 0 et B(0, M) la boule fermée dans R" centrée a 0 et de rayon M. On note Kj; =
B(0,M)— K.Onapourz e B(0,M),

o f@) = [ ole =9 fO Lk @ldn) = [ oo =)Ly ()
En appliquant le théoreme de continuité sous le signe intégrale, on montre que ¢ * f est
continue sur B,,(0, M). Ceci étant vrai pour tout M > 0 la fonction ¢ * f est continue sur
R™. Puis on montre de méme que la fonction ¢ * f est de classe C* sur R".

1
. . . x
le théoreme de la limite de la dérivée en 0, en remarquant que

2. 1l suffit de montrer que f: z — exp (—1) 1y,~0y est de classe C*. Pour cela, on applique

mn

0
> 1, — f(z) — 0.
VYn > 1, axnf(:v) :c—)OO

3. Pour tout z € R" et tout € > 0, on pose
1
¢e($) = keexp < - TQHQCHQ) 1]—6,6[(HxH)7

ou la constante k. est telle que [, ¢c d\, = 1. On voit par la question précédente que
¢e € C°(R™). Soient K C U C R" tels que K est compact et U est ouvert. On pose

0 :=mind(z,R"\U).

zeK

Pour des questions, n'hésitez pas & envoyer un mail & shen.lin@ens. fr, ou bien a passer au bureau V7.



Comme d(-, R™\U) atteint son minimum sur K en un point z( qui n’est pas dans le fermé
R™U, ona ¢ > 0. Pour tout € < §, on pose K¢ = {x € R": d(z, K) < €}, qui est un fermé
borné de R”, donc un compact. De plusona K € K¢ C U. On pose

Pru = L3 * O5/3,
et on vérifie que ®x v € C°(R") et que 1x < Py < 1y.

Exercice 2 (Convolution de mesures finies sur R"). Soient u,v: Z(R") — R, deux mesures
finies. La convolution de 1 et de v, notée p * v, est la mesure image de ;o ® v par 'application
(z,y) € R® x R" = z + y, c’est-a-dire que pour toute fonction mesurable positive F' sur R”,

Fdpxv — / () / dv(y)Fz+y).

]Rn

1. Soient , v, p trois mesures finies sur R". Vérifier que
pxdo=p, pxv(RY) =pR")v(R") <oo, prxv=vsp et (u*xv)xp=px(vs*p).

2. Soient f,g: R" — Ry deux fonctions mesurables \,-intégrables. On pose i = f A, et
v = g\,. Vérifier que px v = (f * g) \,.

Corrigé : Appliquer le théoreme de Fubini et le changement de variable linéaire.

Exercice 3. Soient f et g deux fonctions intégrables sur R. On suppose que pout toute fonction i
de classe C°(R), on a

/]R f(2)h(z)dz = /R g(2)h(z) dz.

Montrer que f = g presque partout.

Corrigé: Pour toutchoixdea,b € R, a < b, la fonction indicatrice 1, ;| est Lebesgue intégrable.
On sait qu'il existe une suite (h,,),>1 de fonctions C2° a valeurs dans [0, 1] telle que h,, — Ljap
A-p.p. lorsque n — co. Avec notre hypothese et la convergence dominée, cela implique que

/fl]a7b[d)\: /gl}a,b[d)"

Donc on conclut par I'exercice 1 du TD 5.

Exercice 4 (Théoreme de Weierstrass).

1. Pour tout entier n > 1, soit p,: € R +— ¢, (1 — a:2)” 1(4<1y, 01 la constante ¢, est choisie
pour que [ ¢, (z)dz = 1. Vérifier que (¢,),>1 est une approximation de .

2. Soit [a, b] un intervalle contenu dans |0, 1], et soit f une fonction continue sur [a, b]. Mon-
trer en utilisant ¢,, * f que f est limite uniforme sur [a, b] de fonctions polynomiales.

Corrigé :

1. facile.



2. On peut prolonger f en une fonction continue bornée sur R et a support compact contenu
dans [0, 1] (prendre par exemple f affine sur les intervalles [0, a] et [b, 1]). Alors,

oI5 = o (1= @ = 9D Loy F)dy —, (@)

uniformément sur [a, b]. Pour z € [a, b], on peut clairement enlever l'indicatrice 1|, _,<1},
et on voit que f est approchée uniformément sur [a, b] par des fonctions polynomiales.

Exercice 5.

Montrer en utilisant la convolution par 1, ;; qu’il n’existe pas d’élément neutre pour la convo-
lution dans -Z!(R), c’est-a-dire qu’il n’existe pas de fonction f € Z1(R) telle que, pour tout
g € LY (R), f x g = g presque partout.

Corrigé : On suppose qu'il existe un élément neutre f € £1. La fonction 1 ;] est bornée, donc
[ * 1jp 1) est continue (et méme uniformément continue). De plus 1)y ;; € & 1 alors f x 1 =
1jp,1) p-p- Ainsi f * 19 1)(z) = 1 pour presque tout z €]0, 1] et par continuité f x 1j j(x) = 1
pour tout x € |0, 1[. De méme f * 11 ;)(z) = 0 pour tout = € | — 00, 0[ U |1, +-00[. Cela contredit
la continuité de f * 1g ).

Exercice 6.

~

1. Soient f, g € Z*(R). Montrer que Frg=1f4.

2. En déduire que - (R) n’a pas d’élément neutre pour la convolution.
Corrigé :

1. Par définition on a

Fralt) = /R dzc™ /R Fx — y)g(y)dy = /R daei et /R f(@ — y)g(y)dy.

Puisque [[ |f(z — y)g(y)|dzdy < || fll1llglli < +oo, le théoreme de Fubini s’applique et le
changement de variable z — y = z donne le résultat escompté.

2. Sie € Z* est un élément neutre pour la convolution, alors
Ve LVeR, f(t)=fre(t)=f-ét).

Or il n’est pas difficile de trouver une fonction f € Z*(R) telle que f(t) > 0 pour tout
t € R (prendre par exemple une densité Gaussienne). On en déduit que é(t) = 1 pour
tout ¢ € R, ce qui est en contradiction avec le lemme de Riemann-Lebesgue.

Exercice 7. Montrer en utilisant I'inversion de Fourier ! que pour tout z € R,

e—x|:1/ ™ o
T Ru2+1




Corrigé : On remarque que z — e~ |*l est Lebesgue intégrable. Pour tout a >0, on a

/ d$ Ciuxeikt‘ = / dm e(iu*l)x + / dx e*(iﬂri’l)m
—a 0 0

eliu—=1)a _ e—(iutla _ 1 1 1 9

— - = .
uw—1 iu+1 a—oo fu+1 du—1 uz +1

ar convergence dominée lim ¢ dryete~ll = [ dy ete~l2l Donc
P d limg oo [, ,

2
w2 +1°

Vu € R, / dz el =
R

Comme le membre de droite est Lebesgue intégrable, la formule d’inversion de Fourier L
donne le résultat voulu.

Exercice 8. Soit E C R un ensemble mesurable de mesure A\(E) > 0. On suppose que pout tous

x,y € E,ona ITJ”/ € E. Montrer que E contient un intervalle ouvert non vide.

Corrigé : Prenons un entier N suffisamment grand tel que 0 < A(E N [-N, N]) < co. Notons
Ey = EN[—N, N]. La fonction positive f définie par

f@)i= [ 15,20~ y)11, )iy

est continue sur R. Par hypothese, % C Ey. En méme temps, f(z) =0six ¢ M

Supposons par I'absurde que f = 0. Comme f(z/2) = 15, * 15,(x), ona
(1) = 1, * 1p5y = 0.

Donc 1/E\o = 0. Mais alors par l'inversion de Fourier £, 15, = 0 A-p.p., qui contredit le fait
que A\(Ep) > 0. En conséquence, la fonction continue f est strictement positive sur un intervalle
ouvert contenu dans Ej.

sin(t™)
(14t

Exercice 9. Etudier la convergence de la suite u,, = f]o oo dt. On précisera la limite si elle

existe et on justifiera soigneusement la réponse.

Corrigé : On écrit

sin(t") / sin(t")
Uy = ———dt + ————dt=1,+J,
A)’l[tn(l —‘rt) 11,00[ tn(1+t)

et on étudie séparément les deux intégrales I, et J,,.

Pour la premiere, on remarque que sur |0, 1] la quantité tﬂr(lﬁt))

en étant dominée en valeur absolue par 1/(1 + ¢), qui est une fonction intégrable sur |0, 1]
indépendante de n. Ainsi, d’apres le théoréme de convergence dominée, I,, — f}o 1 Adt =

In(2).
~ sin(t™)

Pour la seconde, pour n > 1, on remarque que sur |1, co[ la quantité (15

vers 0, en étant dominée en valeur absolue par ﬁ, qui est une fonction intégrable sur |1, oo|

indépendante de n. Ainsi, d’aprés le théoreme de convergence dominée, J,, — 0. On conclut
que u, — In(2). O

. 1
tend simplement vers THs

tend simplement



Exercice 10. Soit f: ([0, 4o0[, B([0, +00[)) — ([0, +o0[, B([0, +00[)) une fonction mesurable.

1. Montrer que 1’on définit une fonction continue £': [0, +o0o[ — R par la formule

F(x):/oooWdt, x> 0.

2. Calculer la limite de F(z) quand z — +o0.
3. Montrer que F est dérivable sur |0, +o0[.

4. Donner une condition nécessaire et suffisante sur f pour que F soit dérivable en 0.
Corrigé :

1. On pose g(z,t) = arctan(zf(t))/(1 + t?) pour x > 0 ett > 0. Alors pour toutt > 0
la fonction z — g(x,t) est continue. De plus pour tout z > 0 la fonction ¢ — g(z,t) est
intégrable et |g(z,t)| < 7/(2(1+¢2)). Donc d’apres le théoréeme de continuité sous le signe
intégrale, la fonction F' est continue sur [0, +o0.

2. Soit (zy,)n>0 une suite de réels positifs convergeant vers +oco. Alors g(zp,t) — 7/(2(1 +
t?))11f1)20} pour tout ¢ > 0. La domination utilisée a la question précédente permet
d’utiliser le théoréme de convergence dominée et d’obtenir que

o0 T
lim Flan)= [ -1 dt.
im F(zn) /0 20+ 1) )

n—oo
Ainsi -
lim F(x)= S dt
e o 21+ {f@)#0} ¢&-
3. Pour tout ¢t > 0 la fonction = — g(z,t) est dérivable de dérivée

9g(, t) f(t)

Oz (1+12)(1+22(f(1)?)

Soit ¢ > 0. Pour tout x > aon a

f(®) o1
14+ +22(f#)?)| ~ a(l+¢2)

Donc d’apres le théoreme de dérivation sous le signe intégrale, la fonction F’ est dérivable
sur [a, +00] et ceci pour tout a > 0, elle est donc dérivable sur |0, +oo].

4. On va montrer que F est de classe C! sur [0, +oc[ si et seulement si la fonction ¢ +
f(t)/(1 + t?) est intégrable. Supposons que la fonction t — f(t)/(1 + t?) soit intégrable.
Alors pour tout z > Oon a




Donc d’apres le théoreme de dérivation sous le signe intégrale, la fonction F’ est dérivable
sur [0, +oo[. Supposons maintenant que la fonction ¢ — f(¢)/(1+t2) ne soit pas intégrable.
Soit (xy,)n>0 une suite de réels positifs convergeant vers 0. Alors pour tout ¢ > 0,

arctan(x,, f (t)) f(t)
T (14 12) noo 1 u

Donc d’aprés le lemme de Fatou,

i i /°° arctan(zy, f(t))
0

t = .
(1 + £2) di = o0

n—o0
Ainsi F'(zy,)/x, — oo quand n — oo. O

Exercice 11.
Soit f: ]0, 1[— R une fonction positive, monotone et intégrable. Quelle est la limite de la suite

(/Olf(a:")dx>n21 ?

Corrigé : La fonction f étant monotone, elle admet une limite a droite en 0 que nous noterons
a (o € RU{+o0}).

1. Premier cas : la fonction f est décroissante et o« < co. Alors la suite de fonctions positives
(fn)n>1 définies par
fu(x) = ("),  €]0,1],
est croissante et converge A-p.p. vers a. Donc d’apres le théoreme de convergence mono-
tone,

(") dzx — ad\ = .
101] mee Jjoa

2. Deuxieme cas : la fonction f est décroissante et &« = oo. Alors (fy)n>1 T +00 A-p.p. donc
d’apres le théoreme de convergence monotone,

(") dx — +oo.
}071[ n—oo

3. Troisiéme cas : la fonction f est croissante (on a & < oo dans ce cas). Alors la suite de
fonctions (fy,)n>1 est décroissante et converge A-p.p. vers .. De plus f; = f est intégrable
donc

(z™)dr — a.
]071[ n—0o0

Exercice 12.
Soit (an)n>0 une suite quelconque de réels et (o, ), >0 une suite de réels strictement positifs tels

que ) \/a, < +o0.

1. Montrer a I'aide de Borel-Cantelli que pour presque tout x € Ron a

Qn
— < +00.



2. A présent, montrer que pour presque tout r € R

o
J/ < .
Z Iz — an| +00

1. Définissons la suite f,(z) = \/@ et A, = {z € R, fo(2)? > J/a,}. 1l est facile de

|17_‘ln|
vérifier que A,, =|an—+/0n, an+/an|, donc A(4,) = 2 /a, et > A(4,) < co. Parlelemme
de Borel-Cantelli, A(limsup A,) = 0, c’est-a-dire pour presque tout z, f,(z)? < /o, a
partir d’un certain rang, et par conséquent, Y f,,(z)? < oc.

Corrigé :

2. Onnote f =) fy. Pour tout k£ > 0 on a par convergence monotone
[ san=Y [ hae Y vac
[—k,k] 750 (kK] "0

avec Cj, une constante ne dépendant que de k telle que pour tout a € R on ait

dA < Cf.

1
/[k,k] V]x —al

Ainsi, par hypothese sur les (oy,),>0, la fonction f est intégrable sur [—k, k] donc finie
presque partout, ce qui implique le résultat escompté.



