7 Chaines de Markov (Récurrence, Transience, Mesures invariantes)

Pour la culture : Comparer le théoréme de Perron-Frobenius avec le théoréme d’existence
et d’unicité d’'une mesure invariante pour une chaine de Markov irréductible sur un es-
pace d’états fini.

Exercice 7.1. Soit (S,),>o la marche aléatoire simple + sur Z. Pour k € Z avec k # 0, montrer que

I'espérance du nombre de visites de k avant le premier retour en O est 1.

Exercice 7.2. Montrer que la marche aléatoire simple sur I'arbre binaire complet est transiente.
Indication : .M 12 93eisid s1ioissls sdoismm sy 2svs snigito’l § aoasteib sl 1918qmod

Exercice 7.3 (Chalne de naissance et de mort). Soit Q la fonction de transition sur N donnée par:
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avec py >0, po+1r9=1,p; >0,q; >0etp;+r;+q; =1pouri > 1. Soit X = (X,,),>0 une chaine
de Markov a valeurs dans N de fonction de transition Q.

1. Montrer que X est irréductible.
2. On suppose que
Do Pi—1
= d1° 4

< 0.

Montrer que X admet une mesure de probabilité réversible = qu’on déterminera. Que peut-on
en déduire sur X ?

3. On considere le cas ol p; = p > 0 pour touti > 0 et g; =q > 0 pour touti > 1 avec p < q.
Calculer E;(H;) pour tout i > 0, ol H; = H;(Xy,X;,...) = inf{n > 1 : X, = i} désigne le
premier temps de retour en i.

Exercice 7.4 (Condition de Kolmogorov pour la réversibilité). On considére une chaine de Markov
irréductible sur un espace d’état dénombrable S, de fonction de transition Q. Montrer que la chaine
admet une mesure réversible (*) si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites:

o V(x,y)€S*  Q(x,y)>0 = Q(y,x)>0;

e Pour toute “boucle” xg, X1, ..., X, = X telle que ]_[?:1 Q(x;,x;i_1)>0,0na
ﬁ Qxi—1,x;) i
i1 Qlxixi1)

(*) Attention, nous parlons ici d'une mesure réversible u, pas nécessairement d’'une mesure de
probabilité, i.e., la mesure y vérifie :

Vix,y)es*  u(x)Qx,y) = u(y)Q(y,x).



Exercice 7.5 (Existence et unicité des mesures invariantes).

Une chaine de Markov qui est récurrente a-t-elle une mesure invariante ? Réciproque ?

Si une chaine de Markov a une mesure invariante finie, est-elle récurrente ?

Une chaine de Markov admet-elle toujours une mesure invariante (non nulle) ?

Et si elle est irréductible ?

Si il existe une mesure invariante (non nulle), est-elle unique ?



