Td n° 7 d’Analyse fonctionnelle

TRANSFORMATION DE FOURIER 2

Séance du 6 avril 2012

Exercice 1.  L’équation de Schrodinger
On considére I'équation sur R"

{ isu+ Au=0, (1)

u|t:0 = Uup.

1. On suppose ug € L%(R™). Résoudre I'équation (1) dans C(R, L?(R")).
On veut montrer qu’il est possible de résoudre cette équation pour ug € L*(R, L?).
2. Justifier pourquoi la transformée de Fourier de ¢itl€” est bien définie.
3. Montrer que pour a € C de partie réelle strictement négative, on a

_ 2 1 =2

F l(eam ) = me i,
4. Montrer que cette égalité reste vraie, au sens de §’, pour « imaginaire pur.
5. En déduire que I'on peut résoudre 1'équation (1) pour ug € L' et que la solution
u(t, x) vérifie, pour t > 0
C
lutt, llzee < “rlluollr,

ol C est une constante & déterminer.

Exercice 2.  Théoréeme de Paley- Wiener

1. Expliquer pour quoi la transformée de Fourier d’une distribution T € E(R)’ est
analytique.

Cependant, la transformée de Fourier d’une fonction analytique n’est pas toujours une
distribution & support compact (elle n’est méme pas toujours définie!). Le but de cet
exercice est de montrer une condition nécessaire et suffisante pour avoir cette propriété.

2. On suppose F (&) = [ e ™ f(z)dx avec f € D(R). On suppose f supportée dans
B(0, R). Montrer que pour tout N € N, il existe Cy telle que

[F(€)] < Cn(1+[¢]M)eSEL (2)

3. Soit F' une fonction analytique sur C vérifiant la propriété (2) pour tout N. On pose
flz) =5 [ € F(€)d¢. Montrer que cela défini bien une fonction C>°.

4. En utilisant 'intégration sur un contour dans le plan complexe, montrer que pour
tout n € R on a
|f(x)] < Cefilnl=n,

En déduire que f est a support compact. Conclure.
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5. Montrer qu'une fonction F', analytique sur C est la transformée de Fourier d’une
distribution T & support compact si et seulement si il existe R, N, C tels que

[F(&)] < C(1+[¢N)eSEN,
Indication : On pourra régulariser 1" et utiliser la question précédente.
*

Exercice 3. Théoréeme d’interpolation de Riesz-Thorin

On veut montrer le résultat suivant : soit 1 < pg# p1 <00, 1 <qp # q1 < oo et T un
opérateur tel que

— T € L(LPo, L%) de norme My,

- T e L(LP', L%) de norme M.
On veut montrer que T se prolonge en un opérateur de L(LP, L?) de norme M < M&feMle,

> 1 _1-0 4 0 1 _1-0_ 0
oup,q,@sonttelsque()<9<let5— o T et o= ta

1. Soit f, g € D tels que || f[|r» = |lgll o = 1. Pour O < R(2) < Lonpose iy = L2425

1 1—z z
et = Z..On pose alors
q'(2) 9 + q; p

‘jﬁr (o, 2) = rg<x>rq??>ﬁ

gl
Montrer que F(z) =< T'¢(z),1(z) > est analytique dans 0 < R(z) < 1 et continue et
bornée sur 0 < Re(z) <1 et que 'on a

3w, 2) = | f(2)[ 7

|F(it)| < My, |F(1+t)| < M.

2. Montrer |F'(0 4 it)| < M&feMle.
Indication : On pourra considérer les fonctions F,(z) = e*tA*F(z), et utiliser le principe
du maximun.

3. Conclure

Applications du théoréme de Riesz-Thorin

4. Inégalité de Young. Soit f € L, g € LY avec 1 < p,q < o0 et %—1— % > 1. Montrer que
fxgelL” oﬂresttelque%:%+é—1.

5. Inégalité de Haussdorff-Young. Soit 1 < p < 2. Montrer que 'on peut prolonger la
transformée de Fourier en une appliation F : LP — L.

6. Montrer que l'on peut résoudre 1'équation de Scrodinger (1) pour ug € LP avec
1<p<2et quepourt>0ona

[u(®) | < l|uo|| e
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